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GRAFLARDA BASKINAYRIT BAGLANTILILIK
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Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet Serif ALDEMIR
Ekim 2023, 25 sayfa

Kosullu baglantililik, aglarin hassasiyet analizlerine imkéan saglayan bir aragtir.
Kosullu baglantililik baglantisiz parga graflarinin belli 6zelliklere sahip olmas1 gerektigi
esasina dayanir. Baskinlik kavrami graf teorinin giincel kavramlarindan olup uygulamada
birgok kullanim alanina sahiptir.

Bu c¢alismada baskinlik temelli yeni bir kosullu baglantililik kavrami
tanimlanarak, yol, ¢evre ve tam graflarda hesaplanmistir.

Anahtar kelimeler: Baglantililik, Baskinlik, Baskin ayrit baglantililik, Kosullu
baglantililik






ABSTRACT
DOMINATION CONNECTIVITY ON GRAPHS

OZDEMIR, Muhittin
M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mehmet Serif ALDEMIR
October 2023, 25 pages

Conditional connectivity is a tool that enables vulnerability analysis of networks.
Conditional connectivity is based on the principle that unconnected segment graphs must
have certain properties. The concept of dominatioon is one of the current concepts of
graph theory and has many uses in practice.

In this study, a new concept of conditional connectivity based on domination is
defined and calculated in path, cycle, and complete graphs.

Keywords: Conditional connectivity, Connectivity, Domination, Domination
edge connectivity
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu g¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalariyla asagida

sunulmustur.

Simgeler Ac¢iklama

G, xG, G, ve G, graflarmin kartezyen ¢arpimi

G, =G, [zomorfolan G, ve G, graflar

G, <G, G,, G, ’in alt grafi

K(G) G grafinin baglantililik sayis1

K" (G) G grafinin h-kisith baglantililik sayisi

" (G) G grafinin h-ekstra baglantililik sayisi
/'L(G) G grafinin ayrit-baglantililik sayisi

A" (G) G grafinin h-kisith ayrit-baglantililik sayist






1. GIRIS

Uygulamali matematigin bir dali olarak kabul edilen graf teorisi, fen ve
miihendislikte karsilagilan bir¢ok baglantililik probleminin ¢dziimiinde kullanilmaktadir.
Graflardaki tepeler, iletisim aglarindaki baglanti noktalarini temsil ederler. Graflarla ifade
edilen herhangi bir ag yapisindaki bozulmalar durumunda bile baglanti noktalari
arasindaki iletisimin stirdiiriilebilirligi esastir. Bir iletisim aginin baz1 merkezlerinde ya
da hatlarinda meydana gelecek bozulmalar, agin fonksiyonunu tam olarak
gerceklestirmesini Onler. Bu nedenle iletisim aglar tasarlanirken ag topolojileri iginden
bozulmalara kars1 direnci olabildigince ¢cok olan birinin, digerlerine tercih edilmesi bu tip
bir sorunla karsilagilmasini bastan azaltmis olur. Bilgisayar bilimlerinde, bir bilgisayar
agindaki bilgisayarlar tepelerle, bilgisayar agindaki iletisim kablolar1 ayritlarla
modellenebilir. “Bir bilgisayar aginda en az kag¢ tane bilgisayar veya iletisim kablosu
bozulursa ag islevini yitirir?” sorusuna cevap aranirken graf modelinden yararlanilir.

Baglantililik kavrami; ag dizaynlama, planlama ve dayaniklilik problemlerinin
algoritmik agidan incelenmesinde Onemli bir yere sahiptir. Bir agdaki baglantililigin
kalitesi, bu ag1 temsil eden graftaki tepelerin ve ayritlarin baglantililigr ile iligkilidir.

Bir baglantili graftan bir tepe silindiginde bu graf baglantisiz oluyorsa bu tepeye
tepeye kesim tepe, kesim tepelerinden olusan minimum kardinaliteli kiimeye ise kesim
kiimesi denir. Kesim kiimesinin eleman sayisina kesim degeri denir. Bu deger, graflarin
baglantililigin1 ifade etmek icin kullanilir. Bir baglantililik probleminde, baglantililik
degerine ulasilabilen veya bu degerin muhafaza edilebildigi bir graf tasarlanir ya da
mevcut graf tizerinde degisiklik yapilir.

Bir baglantili graftaki herhangi iki tepe arasindaki kesismeyen yollarin sayist ile
baglantililik sayis1 arasindaki yakin iliskiyi ifade edilen teorem ispatlanmistir (Menger,
1927). Baglant1 problemleri ile ilgili birgok algoritma; bu teorem ve bu teoremin
yorumlanmasi ile gelistirilmistir. Gelistirilen bu algoritmalar vasitasiyla bir grafin
baglantililik sayis1 bulunabilmektedir. Ancak hangi tepe veya tepelerin silinmesi
gerektigi, bu algoritmalar yardimiyla bulunamamaktadir. Iste bir grafi baglantisiz
yaparken belli sartlar1 saglayan hangi tepelerin silinmesi gerektigini bulmak i¢in kosullu

baglantililik kavrami tanimlanmistir (Harary, 1983). Kosullu baglantililigin iki yeni



cesidi olan h-kisith baglantililik, Latifi vd. (1994) tarafindan ve h-ekstra baglantililik ise
Fabrega ve Fiol (1996) tarafindan tanimlanmustir.

Bu iki yeni kosullu baglantililik tiirleriyle ilgili literatiir incelendiginde su ana
kadar olan ¢aligmalarin, iletisim aglarinda kisith ve ekstra baglantililigin hesaplanmasina
yogunlastigr goriilmektedir. Yine bu iki baglantililigin graflarin ¢arpimlarindaki
degeriyle ilgili bircok ¢alisma yapilmistir.

Graf teorisinde, herhangi bir haberlesme grafinda tepeleri arasindaki baglantiy1
arttirmak adina cesitli 6l¢glimlerden istifade edilir. Bu dlgiimler, baglantinin gérevine ve
hedefe yonelik farkliliklar arzeder. Baskinlik (domination) sayisi bu tiir 6l¢iimlerden biri
olarak, hususan vazife boliistimii problem modellerinde istihdam edilerek iletisim agin
lokal olarak giiclendirmeye ¢alismaktadir. Baskinlik (domination) tanimina gore,
herhangi bir tepe komsu oldugu diger tepeleri kontrol etmekte olup, komsusu oldugu
diger tepeler tarafindan da kontrol edilmektedir. Bir baska ifadeyle, baskinlik kavrami
tepeler arasindaki iligkiyi dolayisiyla iletisimi aragtirmaktadir. Baskinlik terimi graf
teorisinde bircok uygulamali ¢aligmanin icra edildigi onemli bir konudur. Graftaki
baskinlik kavrami g¢aligmalarinin ashi satran¢ problemlerine dayanmaktadir. Satrang
tahtasinda bir vezirin, en az nokta segerek en fazla noktaya ulasmasi hedeflenmistir.

flgili literatiir incelendiginde graf teorisinde 6nemli uygulama alanina sahip
“baskinlik” konusunu temel alan bir kosullu baglantililik tanimina rastlanmamustir. Bu
baglamda bu tezde graflarda baskin baglantilik kavramini tanimlanarak bazi graf

siiflarinda bu yeni kosullu baglantililigin degerini hesaplanmistir.



2. KAYNAK BILDIiRISLERI

Bu boliimde, literatiirde aragtirmacilar tarafindan ele alinan ve tez konusuyla
alakali caligmalara kisaca deginilmistir. Burada, once kisith baglantililik ile ilgili
calismalar, daha sonra ekstra baglantililik ile ilgili ¢alismalar ve son olarak da baskinlik
kavramiyla ilgili calismalar verilecektir.

Biiytik ¢ok islemcili sistemler i¢in kosullu baglant1 6nlemleri kapsaminda sarth
baglantililigin bir tiirii olarak kisith baglantililik kavrami tanimlanarak n-boyutlu
genellestirilmis kiip graflari karakterize edildi (Latifi vd., 1994). Kisitli baglantililigin bir
genellemesi olarak ekstra baglantililik kavrami, Fabrega ve Fiol (1996) tarafindan
tanimlanarak bir grafinekstra baglantililiginin ¢apiyla ilgili yeterli kosullar1 ve bu grafin
icerdigi en uzun c¢evresi ile bu kosullu baglantililigin optimum degerleri arasindaki
iligkiler incelendi.

Burada once kisith baglantililik ile ilgili ¢aligmalar verilecektir. Sonrasinda
ekstra baglantililik ile ilgili calismalar ve son olarak da baskinlik kavrami ile ilgili
calismalar verilecektir.

Y o6nsiiz Kautz graflarinda kisitli baglantililik Li ve Zhang tarafindan incelendi
(Li ve Zhang, 1997). Xu, ¢ift diizenli graflar i¢in kisitli baglantililigi (Xu, 1999) ve
genellestrilmis diizenli graflar i¢in kisith baglantililigi arastird1 (Xu, 2000a). Xu, tepe
gecisli graflarda kisith baglantililigin sinirlarini belirledi (Xu, 2000b). Y6nsiiz de Brujin
graflarinin kisith baglantililigi, Lii ve Zhang (2002) tarafindan incelendi. Wu ve Zhou
(2003) te piramit aglarinda kisitli baglantililigi arastirdilar. Xu ve Liu (2004) te 2-kisith
ayrit baglantililig1 tepe gecisli graflar i¢in hesapladilar. Chen ve Tan (2007) de kisith
baglantililig: sirkulant, hiper ve pankek graf siniflarinda aragtirdilar. Balbuena vd. (2007)
de graf carpimlari i¢in kisith baglantililigi ilk kez incelediler. Meierling vd. (2008) de
genellestirilmis turnuvalarda yonli kisith baglantililigi karakterize ettiler. Balbuena vd.
(2009) da permiitasyon graflarinda 3-kisitli ayrit baglantililigi arastirdilar. Chen vd.
(2009) da yonli graflarin kartezyen ¢carpiminda kisith baglantililigr incelediler. Zhao ve
Ou (2010) da 3-kisitli ayrit baglantililig: graflarin direkt ¢carpimlarinda arastirdilar. Chen
vd. (2010) da kisith baglantililigi Harary graflarinda hesapladilar. Wang vd. (2010) da
diizenli graflarin kartezyen ¢arpimlarinda kisitli baglantililigi hesapladilar. Holtkamp vd.
(2012) de tiglii cevre icermeyen graflarda kisitli ayrit baglantililigi arastirdilar. Zhu ve Ou



(2012) de genellestirilmis permiitasyon graflarinda 3-kisith ayrit baglantililigini
incelediler. Griiter vd. (2013) te iki parcali turnuvalarda kisitli yonli baglantililig
hesapladilar. Zhao ve Ou (2014) te graflarin korona ¢arpimlarinda kisith baglantililigin
degerlerini arastirdilar. Ou ve Zhao (2015) te graflarin kuvvetli ¢arpimlarinda kisitl
baglantililigin degerlerini arastirdilar. Wei ve Hsieh (2017) de yerel olarak biikiilmiis
kiiplerin h-kisith baglantililigini incelediler. Balbuena ve Marcote (2019) da Kneser
graflarinda kisith baglantililig1 karakterize ettiler. Ma vd. (2019) da graflarin kronoker
carpiminda kisith baglantililigi arastirdilar. Lin vd. (2020) de ayrik yildiz aglar1 igin kisith
baglantililig1 incelediler. Li vd. (2021a) da genellestirilmis hiper kiipler i¢in kisith
baglantililig1 hesapladilar. Liu ve Meng (2021) de kisith baglantililigi Dcell aglarinda
hesapladilar.

Maksimum ekstra baglantililigi saglamak i¢in bir grafin capi, g¢evresi ve
minimum derecesini iliskilendiren yeterli kosullar1 Balbuena vd. (1997) tarafindan
calisildi. Yonli graflardaki ekstra baglantilik Balbuena (1999) tarafindan ¢alisildi. Wang
ve Li(2002) diizenli ayrit gegisli graflarda ekstra baglantililigi hesapladilar. Zhang (2008)
de bir diizenli grafin sahip oldugu en uzun c¢evreye gore bu grafin ekstra baglantililigin
karakterize etti. Li ve Yang (2013) te hiper graflar icin ekstra baglantililig1 incelediler.
Yang ve Li (2014) te ekstra kenar baglantililik acisindan katlanmis hiperkiiplerin
giivenilirligini arastirdilar. Zhang ve Zhou (2015) te kath hiper kiipler i¢in ekstra
baglantililigi hesapladilar. Hao vd. (2016) da simetrik graflarda 2-ekstra baglantililig
aragtirdilar. Wang vd. (2016) da balon sirali yildiz graflari igin extra baglantililig
karakterize ettiler. Lii (2017) de dengeli hiper kiipler i¢in ekstra baglantililig1 inceledi.
Zhou (2017) de hiper kiip aglarina benzeyen graf simiflar1 i¢in ekstra baglantililig
hesapladi. Live Xu (2018) de 3-ekstra baglantililig1 dengeli hiper kiipler i¢in arastirdilar.
Lv vd. (2020) de diizenli iletisim aglarinda ekstra baglantililigi hesapladilar. Li vd.
(2021Db) de baz1 aglarda ekstra baglantililigin parga baglantililik ile iliskisini incelediler.
Guo vd. (2021) de diizenli graflarda ekstra ayrit baglantililigin parca ayrit baglantililik ile
iliskisini incelediler. Zhu vd. (2021) de hiperkiipler i¢in izoperimetrik esitsizliklerle ilgili
sonuclarin ekstra baglantililiklarini elde etmek icin kullanilabilecegini gdsterdiler. Son
olarak Tarakmi vd. (2021) kimyasal graf teoride ¢ok onemli bir yere sahip fullerene

graflar1 i¢in ekstra baglantililig1 incelediler.



Claude Berge bir grafin dominasyon sayisint 1958 yilinda tanimlamigtir (Berge,
1962). Konuyla ilgili yayinlar1 derleyen Haynes ve arkadaslari iki kitap yayimlamislardir
(Haynes vd., 1998a; 1998b). Baskinlik terimi tanimlandiktan sonra baskinlikla ilgili
degisik tanimlar1 ortaya ¢ikmustir. Ik baskinlik taniminda tepe tepeyi baskilarken daha
sonra ayrit-ayrit, tepe-ayrit ve ayrit-tepe baskinlik degerleri ortaya ¢ikmigtir. Ayrit-tepe
ve tepe-ayrit tipi dominasyon parametreleri ilk olarak 1986 yilinda Peters tarafindan
(Peters, 1986) ortaya konulmus ve Lewis tarafindan gilincellenerek gelistirilmistir (Lewis,
2007). Baz1 graflarin ayrit-tepe ve tepe-ayrit baskinlik sayilarina ait {ist ve alt sinirlarini

Lewis tarafindan ele alinmistir (Lewis vd., 2010).






3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tezde kullanilacak materyaller tez konusuyla ilgili literatiirde ve bu tezin
kaynaklar1 kisminda verilen kitaplar ve makalelerdir. Yontem olarak genel matematiksel

ispat metotlar1 kullanilmistir.






4. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde, tez ¢alismasinda kullanilan temel tanimlara yer verilmistir.

Tamm 4.1.Bos olmayan, sonlu V ={l,2,...,n} tepeler kiimesinden ve sonlu E
kenarlar kiimesinden olusan (V : E) sirali ikili yapisina bir graf (¢izge) denir ve bu durum

G=(V,E) veya kisaca G ile gosterilir. V' ’nin elemanlar1 tepe (diigiim veya nokta)

olarak, E ’nin elamanlar1 ise ayrit veya kenar olarak isimlendirilir. Burada,
E={(i,j): i,jeV} (4.1)

seklinde tanimlanir. Ayrica her i, jeV igin E ’nin, I ve jnoktalarma karsilik gelen

ayritlar1 (elemanlari) & j veya 1] seklinde gosterilir (West, 2001).

Tamm 4.2. G :(V, E) bir ¢izge olmak tizere, G ’nin herhangi i ve | tepeleri
(noktalar1) arasinda en az bir ayrit (kenar) bulunuyorsa i ve ] tepeleri (noktalari)
komsudur denir ve i~ j ile gosterilir. Bir i tepesine (noktasma) komsu olan tepeler
(noktalar) kiimesine i ’nin komsuluk (civar) kiimesi denir ve N, ile gosterilir (Wallis,

2007).

Tanim 4.3. G =(V, E) grafinin herhangi bir i tepesine bagli ayrit sayisina i

tepesinin derecesi denir ve deg. i veya kisaca degi ile gosterilir (Diestel, 2005).

Tanim 4.4. Bir ¢izgenin herhangi iki noktas arasinda bir kenar varsa, yani her bir
tepe (nokta) ¢ifti baglantili ise bu ¢izgeye tam graf (complete) denir ve n tepeli bir tam
graf K, ile gosterilir (Wallis, 2007).



Tanim 4.5. Her bir tepesi ayn1 dereceye sahip olan grafa diizenli graf denir. Ozel
olarak her bir tepesi r dereceye sahip olan grafa, r —dereceli diizenli graf veya r —diizenli
graf denir (Deo, 2017).

Tanim 4.6. Bir ¢izgenin sonlu sayida, birbiriyle baglantili noktalarindan ve

kenarlarindan olusan sirali dizisine yiiriime (walk) denir ve W ile gosterilir. Yani yiirlime

(walk),
W =v,evie, -V, ..V, (4.2)

seklinde bir dizidir.

1<i<K i¢in e ’nin uglart v_, ve v, tepeleridir. W ’ye, v,’dan v, ’ya bir yiiriime
veya (VO,Vk) yiiriimesi denir. v, tepesine W yiiriimesinin baslangi¢c noktasi, v, tepesine
W yiiriimesinin bitis noktas1 ve v,,v,,...,v, , tepelerine de W yiiriimesinin i¢ noktalar1

denir. k tam sayisina, yani, yiirimedeki ayrit sayisina W ’nin uzunlugu denir (Rahman,
2017).

Tamm 4.7. Her bir ayritin ve tepenin en fazla bir kez kullanildig1 yiirtimeye yol

denir ve P ile gosterilir. Yani, birW =v,ev,e,---v, ,e,v, ylrimesinde e,e,,...,e
ayritlarinin ve v,,v,,...,v, tepelerinin her biri farkli ise W ylirlimesine yol denir (Wallis,

2007).

Tamm 4.8. Baslangi¢ ve bitis tepesi ayn1 olan yola ¢evre ya da devir denir ve n
tepeli bir ¢evreC  ile gosterilir. Cevredeki her bir i tepesinin derecesi degi=2’dir

(Diestel, 2005).

Tamm 4.9. Herhangi iki tepesi arasinda en az bir yol bulunan grafa baglantili graf

denir (Rahman, 2017).

Tamm 4.10. G, =(V,,E,) ve G, =(V,,E,) iki graf olsun. G,ve G, graflarmin

tepeleri ve ayritlart arasinda onlarin 6zelliklerini koruyacak sekilde birebir ve orten bir
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doniistim varsa, G, ve G, graflarina izomorftur denir ve G, =G, ile gosterilir (Deo,

2017).
Tamm 4.11. G, =(V,,E,) ve G,=(V,,E,) iki graf olmak iizere bu iki grafin
kartezyen garpimi, G, xG, ile gosterilir ve u,,v, €V, Ve u,,v, €V, i¢in tepeler kiimesi

G xG, :{UV | UZ(Ul,UZ) ,VZ(Vl,VZ)eleVZ} (4.3)

ile tanimli olup grafin, herhangi iki u=(u,,u,),v=(v,V,)eV,xV,tepelerinin

komsulugu,

U =V, Ve U, ~V
Uu~ved =t 2 (4.4)
U, =V, Ve U~V

seklinde tanimlidir (Diestel, 2005).

Tamm 4.12. G = (V, E) grafinin icerdigi bazi tepelerinden ve bazi ayritlarindan
olusan grafa G ’nin alt grafi denir. Yani, G, =(V,,E,) ve G, =(V,,E,) iki graf olmak

uzere, eger,

V,cV, ve E,cE (4.5)

oluyorsa, G, grafina G, ’in bir alt grafi (G,’e de G, ’nin grafinin bir st grafi) denir. Bu

durum G, < G, seklinde gosterilebilir (Wallis, 2007).

Tamm 4.13. Baglantili bir G ¢izgesini baglantisiz bir ¢izge veya ayrik tepelerden
olusan bir ¢izgeye doniistiirmek icin ¢izgeden silinen en az sayidaki tepe (nokta) sayisina,

bu ¢izgenin baglantililik sayis1 denir ve K(G) ile gosterilir. Burada,

x(G)=ming_, s {15/} (4.6)
dir (West, 2001).
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Tamim 4.14. Baglantili bir G grafinda K(G) =k ’dan daha az sayida noktanin

silinmesiyle graf baglantili oluyorsa G grafi k-baglantilidir denir. Bu durum

K(G) >k >1 seklinde ifade edilir (Trudeau, 2013).

Tamim 4.15. Baglantili bir G cizgesini ayrik tepelerden olusan bir ¢izgeye veya
baglantisiz bir ¢izgeye doniistiirmek i¢in graftan atilan en az sayidaki ayrit sayisina, ayrit-

baglantililik sayis1 denir ve A(G) ile gosterilir. Burada,

A(G)=ming ¢, {Isl} (4.7
dir (West,2001).

Tamm 4.16. Baglantili bir G ¢izgesinde Z(G) =k ’dan daha az sayida kenarin

silinmesiyle graf baglantili oluyorsa G grafi k-ayrit (kenar) baglantilidir denir.

Terminolojik olarak 2(G) >k >1 seklinde ifade edilir. A(G)=0 ise G, baglantisiz bir

graftir (Rahman, 2017).

Tanim 4.17. G baglantili bir graf, h bir pozitif tamsay1 olmak tizere, F, G—F
‘nin baglantisiz oldugu en kiigiik tepe alt kiimesi ve o (G - F) >hise F ’nin eleman
sayisna G ’nin h-kisith baglantililik sayis1 denir ve x" (G) ile gosterilir (Latifi vd.,

1994).

Tanim 4.18. G baglantili bir graf, h bir pozitif tamsay1 olmak tizere, F, G—F

‘nin baglantisiz oldugu en kiigiik ayrit alt kiimesi ve o (G - F) >h ise F ’nin eleman

sayisina G ’nin h—-kisith ayrit-baglantililik says: denir ve A" (G) ile gosterilir (Latifi

vd., 1994).

Tanim 4.19. G baglantili bir graf, h bir pozitif tamsay1 olmak tizere, F , G—F
‘nin baglantisiz oldugu en kiigiik tepe alt kiimesine baglantisiz graftaki her bir parca alt

graflarmin eleman sayis1 h’den biiyiik ise F ’nin eleman sayisina G ’nin h-ekstra

baglantililik sayist denir ve & (G) ile gosterilir (Fabrega ve Fiol, 1996).
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Tamim 4.20. G baglantili bir graf, h bir pozitif tamsay1 olmak tizere, F, G—F
‘nin baglantisiz oldugu en kiiciik ayrit alt kiimesine baglantisiz graftaki her bir parca alt

graflarinin eleman sayisi h ’den biiyiik ise F ’nin eleman sayisina G ’nin h-ekstra ayrit-

baglantililik say1s1 denir ve A" (G) ile gosterilir (Fabrega ve Fiol, 1996).

Tamm 4.21. Bir baglantili G grafinin tepeler kiimesi V(G) olmak {izere DCV(G)
olsun. V(G) — D fark kiimesindeki her nokta; D kiimesindeki herhangi bir noktaya komsu
ise, D kiimesine dominasyon kiimesi (dominating set) denir. G grafinin baskin kiimeleri
icindeki minimum elemana sahip kiimenin kardinalitesine baskinlik sayis1 (domination

number) denir ve y(G) ile gosterilir (Haynes vd., 1998a).
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5. GRAFLARDA BASKIN AYRIT BAGLANTILILIK

Bu boliimde, graflarda baskin ayrit baglantililik kavrami tanimlanarak bazi 6zel

graf siniflarinda bu kavramin degeri bulunmaya ¢alisilacaktir.

Tamm 5.1. G bir graf ve S de bu grafin ayritlarindan olusan bir kiime olsun.
G —S, baglantisiz ve her bir baglantisiz parga grafin baskinlik sayisi k ise S ’ye G ’nin
bir k-baskin ayrit kesim kiimesi denir. G 'nin minimum kardinaliteli k —baskin ayrit
kesim kiimesinin eleman sayisina G ’nin k —baskin ayrit-baglantilihig1 denir ve 2¥Y® (G)

ile gosterilir.
o .. y(2) __In-1
Onerme 5.1. n > 8 i¢in, AY'“/(B,) = l—6 .

Ispat. 2-baskin ayrit baglantililik tanimindan biliyoruz ki B, nin baglantisiz herbir
pargasinin baskinlik sayisinin iki olmasi gerekir. Baskinlik sayis1 iki olan yol graflari
sadece P,, Ps ve Py yol graflaridir. Dolayisiyla P, yol garfinin baglantisiz pargalarinin bu
iic yol grafindan olusmast gerekir. Yani B, yol grafinin 2-baskin ayrit baglantililigi
bulunurken P, in baglantisiz parcalari n ye bagl olarak uygun P,, Ps ve Py yol
graflarindan olusmasi gerekir.

n = 26 i¢in herbir P, yol grafi, n nin altinin tam kat1 oldugu durumlarda sadece
Pg yol graflar1 kullanilarak parcalanabilecegi goriilmektedir. Yine n > 26 i¢in herbir B,
yol grafi, n nin altinin tam kat1 olmadig1r durumlarda Psve Pg yol graflari kullanilarak
parcalanabilecegi goriilmektedir. Burada amag¢ en az sayida aynt kullanarak uygun
parcalara ayirmak oldugundan miimkiin olabilecek ¢ok sayida Pg yol grafina par¢calanma
esastir. Burada alt1 farkli durum s6z konusudur.

Durum 1: n = 0 (mod 6). Bu durumda biitiin baglantisiz par¢a graflarinin
Pglardan olusmast gerekir. Dolayisiyla B, den, % -1= lnT_lJuygun ayritin silinmesiyle 2-
baskin ayrit baglantililik elde edilmis olur.

Durum 2: n=1(mod6). n=6k+1 olsun. Bu durumda n=5x5+
(k — 4) x 6 oldugundan, en az sayida ayrit silerek, B, i baglantisiz bes parga Ps ve k — 4

parca Pgya ayirabiliriz.



Dolayisiyla toplamda baglantisiz parga graflarinin sayist k + 1 olur. Buradan k sayida
uygun ayritin silinmesiyle istenen elde edilmis olur. Bdylece, k = lnT_lJ olur.

Durum 3: n=2(mod6), n=6k+2 olsun. Bu durumda n=4x5+
(k — 3) X 6 oldugundan, en az sayida ayrit silerek, P, i baglantisiz dort parca Ps ve k —
3 parca Pgya ayirabiliriz. Dolayisiyla toplamda baglantisiz parca graflarinin sayisi1 k + 1
olur. Buradan k sayida uygun ayritin silinmesiyle istenen elde edilmis olur. Boylece, k =
l"T_lj olur.

Durum 4: n=3(mod6), n=6k+3 olsun. Bu durumda n=3 x5+
(k — 2) X 6 oldugundan, en az sayida ayrit silerek, B, i baglantisiz ii¢ parga Ps Ve k — 2
parca Pgya ayirabiliriz. Dolayistyla toplamda baglantisiz parca graflarinin sayisi k + 1
olur. Buradan k sayida uygun ayritin silinmesiyle istenen elde edilmis olur. Boylece, k =
l”T_lJ olur.

Durum 5: n=4(mod6), n=6k+4 olsun. Bu durumda n=2 x5+
(k — 1) x 6 oldugundan, en az sayida ayrit silerek, P, i baglantisiz iki par¢a Ps ve k — 1

parca Pgya ayirabiliriz. Dolayisiyla toplamda baglantisiz parga graflarinin sayis1 k + 1

olur. Buradan k sayida uygun ayritin silinmesiyle istenen elde edilmis olur. Boylece,
n-1
k = lTJ olur.
Durum 6: n =5 (mod 6), n = 6k + 5 olsun. Budurumdan=1x5+k X6

oldugundan, en az sayida ayrit silerek, P, i baglantisiz bir parca Ps ve k pargca Pgya

ayirabiliriz. Dolayisiyla toplamda baglantisiz parga graflarinin sayist k + 1 olur. Buradan
ksayida uygun ayritin silinmesiyle istene elde edilmis olu. Boylece, k = lnT_lJ olur ve

ispat biter.
Simdi ¢evre graflarinda 2-baskin ayrit baglantililig1 ifade eden asagidaki sonucu

verebiliriz.

Sonu¢ 5.1. n > 8, icin 7@ (C,) = E] Ispat. B, yol grafim1 C,, yol grafindan

herhangi bir ayrit1 silerek elde edebilecegimizden Onerme 5.2 deki sonuca bir eklememiz

16



yeterli olacaktir. Dolayisiyla, AY®)(C,) = [nT_lJ +1= E] elde edilmis olur. Boylece

ispat biter.
Tam graflarda 2-baskin ayrit baglantililig1 hesaplamadan 6nce, Onerme 5.6 'nin

ispatinda kullanacagimiz asagidaki iki lemmay: veriyoruz.

Lemma 5.1. n = 4 ve ¢ift olmak iizere,Ggrafi n tepeli bir(n — 2)-diizenli bir

baglantili graf ise, y(G) = 2.

Ispat. Genelligi bozmadan G grafinda komsu olmayan u ve v tepelerini secelim.
utepesinin n — 2komsu tepesi var oldugundan, ukomsu olmadigi vtepesi harig
olmakiizere Gnin biitiin tepelerini baskilar. Dolayisiyla, {u, v}kiimesi Gnin biitiin

tepelerini baskilar. Buradan, y(G) = 2 elde edilir ve boylece ispat biter.

Lemma 5.2. n > 5 ve tek olmak iizere, Ggrafinin n tepesinden n — 1 tanesinin

derecesi n — 2 ve geriye kalan bir tek tepesinin derecesi n — 3 ise, y(G) = 2.

Ispat. Genelligi bozmadan G grafinda komsu olmayan u Ve v tepelerini segelim.
Ayrica u nun n — 2 komsu tepesinin ve v nin de n — 3 dereceli tepe oldugunu kabul
edelim. u tepesinin n — 2 komsu tepesi var oldugundan, u komsu olmadig1 v tepesi harig
olmak iizere Gnin biitiin tepelerini baskilar. Dolayisiyla, {u, v} kiimesi Gnin biitiin
tepelerini baskilar. Buradan, y(G) = 2 elde edilir ve boylece ispat biter. Simdi tam

graflarda 2-baskinlik ayrit baglantililigi ifade edecegimiz 6nermeyi verebiliriz.

on-—-32

Onerme5.2.n > 8 i¢in, @ (Kn) = 9712—31

ncift ise,

n tek ise.

Ispat. n nin ¢ift ve tek olmasina gore iki durum vardir. Bu durumlarimi ayr1 ayri

inceleyelim.

Durum 1: n cift olsun. 2-baskinlik ayrit sayist tanimina gore, K,, den miimkiin

olan en az sayida ayrit silinerek geriye kalan baglantisiz parcalarin baskinlik sayisinin iki
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olmasi gerekmektedir. Bu da ancak K,, nin biri C, ve digeri n — 4 tepeli (n — 6) —diizenli
S grafi olmak tizere iki baglantisiz grafa parcalanmasiyla miimkiin olur. Bu pargalanistan
farkl1 tiim parcalanislar K,, den daha fazla ayrit silmeyi gerektirdiginden dikkate alinmaz.
Lemma 5.1. yardimiyla y(S) = 2 oldugunu elde ederiz. Ayrica dort tepeli gevre grafinin
baskinlik sayisinin da iki oldugunu biliyoruz. n tepeli bir tam grafin ayrit sayisinin

(n-6)(n-4)
2

n(n-1) _n%-n
2 2

oldugunu biliyoruz. Ayrica yukarida tanimlanan S grafinin ayrit

sayisina  C, cevre grafinin dort ayritinin eklenmesiyle toplam ayrit sayist 4 +

(n-6)(n—4) _ n®-10n+32
. =

elde edilir. Dolayisiyla K,, tam grafindan silinmesi gereken ayrit

n’-n  n?-10n+32 _ 9n—32

saylsl —— — > olur.

Durum 2: n tek olsun. 2-baskinlik ayrit sayis1 tanimina gore, K,, den miimkiin
olan en az sayida ayrit silinerek geriye kalan baglantisiz parcalarin baskinlik sayisinin iki
olmasi gerekmektedir. Bu da ancak K, nin biri C, ve digeri n — 5 tepesinin (n — 6)
dereceli, ve geriye kalan bir tek tepesinin n — 7 dereceli olan S grafina par¢alanmasiyla
miimkiindiir. Bu par¢alanistan farkli tiim pargalanislar K,, den daha fazla ayrit silmeyi
gerektirdiginden dikkate alinmaz. Lemma 5.2. yardimiyla y (S) = 2oldugunu elde ederiz.

Ayrica dort tepeli ¢evre grafinin baskinlik sayisinin da iki oldugunu biliyoruz. ntepeli bir

- 2_
tam grafin ayrit sayisinin n(nTl) = nz—n oldugunu biliyoruz. Ayrica yukarida tanimlananS

(n—6)(n-5)+(n-7)
2

grafinin ayrit sayisina C, c¢evre grafinin dort ayritinin eklenmesiyle

(n-6)(n-5)+(n-7) _ n*-10n+31
2

toplam ayrit sayist 4 + elde edilir. Dolayisiyla K,, tam

.- . n?-n  n?-10n+31 _ 9n-31
grafindan silinmesi gereken ayrit sayisi S~ 5 =

olur. Boylece ispat

biter.
“Onerme 5.2 de verilen iki sarti tavan fonksiyonunun matematiksel o6zellikleri

kullanilarak asagidaki sonugta goriilecegi iizere birlestirilebilir.

Sonu¢ 5.2. Y@ (K,) = 4n + E] —16.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada baskinlik ve baglantililik kavramlar1 bir araya getirilerek graflarda

baskin ayrit baglantililik kavrami yeni bir kosullu baglantililik tiirli olarak tanimlanmaistir.

2-baskin ayrit baglantililik yol, ¢cevre ve tam graflarda hesaplanmistir. Bu ¢aligmanin

1s18inda asagidaki konu bagliklarinda ¢aligmalar yapilabilir.

Graf ¢arpimlarinda 2-baskinlik ayrit baglantililigin incelenmesi,

k-baskinlik ayrit sayisinin k nin farkli degerleri igin yol, ¢evre ve tam graflardaki
degerlerinin arastirilmast,

lletisim aglarinda 2-baskin ayrit baglantililik degerlerinin hesaplanmast,

Baskin tepe baglantililiginin tanimlanarak graf siniflarinda hesaplanmasi,

Diger baskinlik tiirleri i¢cinde baskin ayrit baglantililigin tanimlanarak graf

siniflarinda arastirilmasi.
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