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OZET

GRUP YARDIMIYLA BiR LINEER GRAFA iZO_MORF OLAN
GRAFLARIN SAYISININ BELIRLENMESI UZERINE

UVACIN, Giirgin
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Damigmam: Yrd. Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR
Eyliil 2006, 24 Sayfa

Graf Teorisi veya Cizge Kurami olarak da tanimlanan bu kuram
matematigin cesitli dallarinda ile fizikte elektrik devreleri problemlerinde, kimyada
organik baglarin gosterimi ve ¢oOziimlerinde ve miihendislik alaninda g¢ok sik
kullamlan bir kuramdir. Ozellikle fuzzy graflar giiniimiizde hemen hemen tiim bilim
dallarinda kullanilmaktadir. Bu yontemin kullanilmasi son derece kullanish olmakla
birlikte problemler daha kolay coziilebilmektedir.

Bu caligmamiz bes boliimden olusmakta olup birinci boliimde graf
kuraminin olusumu ve siireci verilerek yapilmis calismalar Onciileri ile birlikte
verilmistir.

Ikinci boliimde konu ile ilgili yazilmis makaleler derlenip toparlanarak
kaynak bildirisi kism1 olusturulmustur.

Uciincii boliimde graf ve gruplarla ilgili temel tamimlara yer verilmistir.

Bu caligmanin dordiincii boliimiinde, verilen bir buklesiz lineer G grafa
izomorf olan G; grafin sayis1 bu grafa ait grubun mertebesine esit oldugu gosterildi.

Son bolim, besinci boliimde, ise buldugumuz bazi sonuglara yer
verilmistir.

Anahtar kelimeler: izomorf graflarin sayisi, Lineer grafin grubu



ABSTRACT

ON THE DETERMINATION OF THE NUMBER OF GRAPHES WHICH
ARE ISOMORPHIC TO A LINEAR GRAPH WITH THE HELP OF THE
GROUP

UVACIN, Giirgin
Msc, Mathematics Mainscience Branch
Supervisor: Assist. Prof. Dr. M. Serif ALDEMIR
September 2006, 24 pages

Graph Theory is a theory which is used on a widespred scale in various
branches of mathematics, in the problems of electrical circles in physics, in the
illustrations and sollutions of organic bonds in chemistry and in vorious applications
of egnineering fields, namely in fuzzy graphes. In almost every brach of sciences, it
has a widespread use. Means and modes based this application are very useful, and
problems can be solved with ease.

This study is composed of five sections. In the first section, the constitution
of graph theory together with its process has been demonstradet, and studies related
with this topic have been referred.

In the second section, articles related with the topic have been compiled and
bibliographic accounts have been given.

In the third part, fundamental definitions on graphes and groups have been
made.

In the fourthy section of this study, the number of G; graph which is
isomorpich to linear G graph which has no loop has been shown to be equal to the
level of the group belonging to this graph.

In the fifth section some of the data belonging to our conclusions have been
presented.

Key words: The number of isomorphic graphes, Linear graph group.



ONSOZ

Bu calismamizda, verilen bir buklesiz Lineer G(m, n) grafa izomorf olan
G ; grafin sayisi bu grafa ait grubun mertebesine esit oldugu gosterilmistir.

Bu tez calismamda, her tiirlii ilgi ve yardimlarini esirgemeyen ve ¢ok biiyiik
fedakarliklarda bulunan damsmanim Saymn Yrd. Dog. Dr. M. Serif ADEMIR’ e
tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica bu calismam siiresince beni yonlendiren, yazim ve dizgin
konularinin olusturmada yardimlarini esirgemeyen bdoliimiimiiz Ars. Gor. Dr.
Sabahattin SEVGIN’ e tesekkiirii bir borg bilirim.

Giirgin UVACIN
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SIMGELER DiZGiNi

Simgeler
A=B : A ve B kiimeleri izomorftur.
a, : Tepelerin permiitasyon gruplari
Cizge : Graf
D, : Dihedral grup
e : Etkisiz eleman
E : Ayrit kiimesi
: G(m, n) grubun mertebesi
G(m, n) : Graf
G, ‘GJ : G,0G, (graflarin bileskesi)
K, : n tepeli tam graf
K,-X n tepeli tam graftan x
ayritinin ~ ¢ikarilmasiyla elde
edilen graf
: G(m, n) grafinin ayritlar
v : Tepe kiimesi
: G(m, n) grafin tepeleri
I'(K, —x) : K, te X ayritinin
cikarilmasiyla

elde edilen permiitasyon grubu
1¢ S : Buklesiz graf



1. GIRiS

Son zamanlarda Matematik, Fizik, Kimya bilimleri ile Miihendislik
alaninda siklikla kullanilan graf teorisi 1736 yilinda Euler’ in Konigsberg Koprii
problemiyle ortaya ¢ikmustir.

Giiniimiizde hemen hemen tiim bilim dallarinda kullanilmaktadir.

Bu problem ‘‘Konigsberg’ deki Pregel nehrinin ve karalar arasindaki gegisi
saglayan yedi kopriiden her birinden bir kez gegecek sekilde bir yolculuk miimkiin
miidiir?’’sorusu idi.

Euler (1736) buna graf yontemini uygulayarak (Sekil 1.1.) boyle bir gecisin
miimkiin olmadiginm 1spatlamistir.

Sekil 1.1. Konigsberg kopriisiiniin graf ile gdsterimi

Harary’ nin (1972) belirttigine gére Euler ge¢isin miimkiin olabilmesi i¢in
biitiin tepelerin derecesinin ¢ift olmas1 gerektigini ispatlamstir.
Nesim ve arkadaslarinin (2003) belirttigine gore Cayley, tepelerinin adlandirilmamis
graf ayisint n, 2 olmak iizere;

(n=1)/2
[Zj =n.(n-1)/2 olsun. Adsiz nokta sayist 2” (n=1) oldugunu ispatlamis ve n-

n-2 .
noktal tane noktalar1 adlandirilmamig agacin var oldugunu gostermistir.

Lineer grafllara iligkin tiim temel kavram ve teoremleri bir arada Seshu
(1961) tarafindan derlenip toparlanmustir.

Graflarla ilgili temel tanim ve teoremleri ilk olarak toplu halde Harary
(1972) bir arada vermistir.



2. KAYNAK BIiLDIiRiSLERI

Graf ve gruplarla ilgili temel tanim ve toremleri bir arada Jacobsan (1984)
derleyip toparlayarak ve kitap halinde sunmustur.

Abelyan gruplarinin Cayley gruplarin izomorflarina iliskin ¢aligmayr Meng
ve Xu (1997), Otomorfizmalarinin ¢oziilmez bir grup ile 4 degerlikli yar1 gegisli
graflar Marusic ve Xu (1997) tarafindan yaptiklar1 ¢alismayla gostermislerdir.

Gruplarla ilgili temel tanim ve ifadeleri Callialp (1998) yapmistir.

Basit gaflar iceren ve bunlarin otomorfizm gruplarini meydana getiren alt
gruplar verilen bir sonlu grubun alt grubuna izomorf oldugunu Sridharan ve
Ramachandran (1999) gostermislerdir.

[zomorfik olmayan gruplar iizerinde izomorfik Cayley gruplari ile ilgili
calismayr Morris (1999), non - Caylay graflariin bir limite iliskin konjoktoriinii
Diestel ve Leader (2000) tarafindan yapildu.

Hamilton gruplar1 iizerinde Hamilton baglantili Cayley gaflar1 {izerinde
Alpach ve Quin (2001) tarafindan calisma yapildi.

Grup ve yar1 gruplarin gecisli Cayley graflari ile ilgili calismay1 Kelarev ve
Preager (2003) yapmuslardir.

Coziilemez otomorfizma gruplart ile kiibik bir diizgiin grafin sonsuz ailesi
ile ilgili calismas1 Feng ve Kwak (2003) tarafindan yapilmistir.

Nesim ve ark. graflarla ilgili calismalar1 derleyip toparlayarak Matematik
Diinyasinda ¢izge 6zel sayist (2003) dergisinde yayinlamiglardir.

Kuvvetli kiris graflart  kiris iki parcali graflarina yonelik graf
izomorfizmalarinin tamlifina yonelik calismay1 Uehara ve ark. (2005) yapmuslardir.
Cevresel graflarin Adam izomorfizmasi ve bunlarin bazi 6zelliklerinin incelenmesini
Coppersimith ve ark.(baskida) yapmislardir.

Biz de bu ¢aligmamizda; verilen bir buklesiz lineer grafa izomorf olan
grafin sayis1 ve bu grafa ait grubun mertebesine esit oldugunu gosterdik.



3. TEMEL TANIMLAR
3.1. Graf ile ilgili Temel Tanimlar
Tanim 3.1.1. (Graf)

V= ¢ ve V, E iki kiime, g de E’ nin her elemanin1 V’ nin kesinlikle (farkli

veya ayni) iki elemanina esleyen bir baglanti ise (V, E, g) li¢luisii bir graftir denir ve
G=(V, E, g) veya kisaca G ile gosterilir. Yani

E—£5V
e, —» gley)

olarak ifade edilir.
Buna basit graf da denilebilmektedir.

Tanim 3.1.2. (Ayrit ve Tepe)

Bir (V, E, g) grafinda E’ nin her bir elemanina ayrit, V' nin her bir elemanina

tepe denir. Ayrica ‘‘n’’ ayrit ve ‘‘m’’ tepe olmak lizere; n ayrith m tepeli graf

G(n,m) ile gosterilir.
Tamm 3.1.3. (Bukle)

Yalniz bir tepe ile baglantili olan ayrita bukle denir.
Tanim 3.1.4. (Bir Tepenin Derecesi)

Bir tepeye baglantili olan ayrit sayisina bu tepenin derecesi denir.
Tanim 3.1.5. (Komsuluk)

Bir G grafinda aym ayritin son tepelerine komsu iki tepe komsu tepelerdir
dent Bir G grafinda aym tepe ile baglantili olan ayritlara komsu ayritlardir denir.
Tanim 3.1.6 (Sirali Ayrit)

Bir grafin ayritlar1 art arda dizilerek elde edilen alt grafa sirali ayrit denir. Bir

sirall ayritta bir tepeden Once ayrit yoksa buna baslangic tepesi, bir tepeden sonra
ayrit yok ise buna da son tepe denir. $ekil 3.1." de vy ilk tepe; v;, ise son tepedir.

® @ @ o
Vl V2 V3 .. Vn
Sekil 3.1.1. n- tepeli siral1 ayrit.



Tamm 3.1.7. (Ayrit Katarr)

Bir sirali ayritta her ayritin tekrari bir ise bu sirali ayrita ayrit katari denir.

Tanim 3.1.8. (Yol)

Bir ayrit katarinin her bir i¢ tepesinin derecesi 2 ve ug tepelerinin derecesi 1
ise bu ayrit katarina yol denir.
Tamm 3.1.9. (Cevre)

Bir ayrit katarindaki her tepelerinin derecesi 2 ise bu ayrit katarina ¢evredir
denir.
Tamm 3.1.10. (Birlestirilmis Graf)

Bir grafin her iki tepesi arasinda bir yol var ise bu grafa birlestirilmis graftir
denir.

Tanim 3.1.11. (Euler Grafi)

Grafin bir ayrit katari, grafin tiim ayritlarim kapsiyorsa bu grafa Euler
grafidir denir.

Tamm 3.1.12. (Agac)

Birlestirilmis bir grafin tim tepelerini iceren fakat hicbir cevresini
kapsamayan birlestirilmis bir alt grafa aga¢ denir. Buna gore;

i- Agac birlestirilmis bir alt graftir.

ii- Grafin tiim tepeleri agacin da tepeleridir.

iii- Agacin kendisi ve hig bir alt grafi cevre icermez.

iv- Agacta yalnizca v-1 tane ayrit vardir.
Tanim 3.1.13. (Hamilton Cevresi)

G bir graf olsun. G’ deki tiim tepeleri iceren cevreye Hamilton Cevresi denir.
Tanim 3.1.14. (Hamilton Grafi)

Icinde en az bir Hamilton gevresi bulunan grafa Hamilton Grafi denir.

Tamm 3.1.15. (Tam Graf)

Her tepe cifti sadece bir ayrit ile baglantili olan graflara tam graf denir.



Tamm 3.1.16. (Yonlii Ayrit)

Bir grafin son noktalarimin siralanmasiyla ayritta bir yon saptanmus olur.
Boyle yonii saptanmis ayritlara yonlendirilmis ayrit veya yonli ayrit denir.

Tanim 3.1.17. (Yonlii Graf)

Yonlendirilmis ayrit veya ayritlara sahip olan graflara yonlendirilmis graf
denir. Yonlii tam graflara turnayment denir.

Tamm 3.1.18. (Bipartite Graf)

G grafinin tepeler kiimesi V| ve V, tepeler kiimesine ayristirilsin. Burada G’
nin her bir ayritin tepelerinden biri V,’ de digeri V,’ de ise G grafina bipartite graf

denir ve G(V,,V,) ile gosterilir.

) *k £

Sekil 3.1.2. G(3, 4) Bipartite Grafi

Tanm 3.1.19. (Graflarda Birlesim islemi)

Gy ve G, iki graf olsun. G| ve G, 'nin biitiin ayritlarini i¢eren G grafina Gy ve
G, nin bilesim grafi denir ve
G=G, U G, ile gosterilir.

Burada G=G, U G, , V=v, U v, ve X=X, U x,  ye sahiptir.

Tanim 3.1.20. (Graflarda Kesisim islemi)

G, ve G, iki graf olsun. G; ve G, ’nin ortak ayritlarini iceren G grafina G,
ve G, ’ nin kesisim grafi denir ve

G=G, N G, ile gosterilir.



Tamm 3.1.21. ( Toplama islemi)

G=(G, U G,)-(G, N G,)

ifadesine G grafinin toplama islemi denir.
Tamim 3.1.22. (Kartezyen Carpim)

G, XG, yi tanimlamak i¢in herhangi iki kiime U=(u; U u,) ve
V=V, XV, de V=(v, U v,) kiimelerini alalim [ulzv1 ve u, bitisik vz] veya

u, =v, ve u; bitisik v, oldugunda U ve V, G; X G, de bitisiktirler.
Tamm 3.1.23. (Graflarin Bilesimi)

G=G, ‘Gﬂ birlesimi ayrica kendi tepe kiimesi gibi V=V, XV,’ ye sahiptir
ve [ul bitisik uﬂ yada (m=v, ve u, bitisik v,) oldugunda U=(u;, uy) ve
V=(Vv,, v,) ile bitisiktir. Buradan G, ‘sz ve G, |G1| ile izomorf oldugu agik¢a

goriilmektedir.

“A” m= [A]’ nin permiitasyon grubu olsun ve ‘‘d’’ derecesi X={ x;, x,,
X3,.., X; + kilmesinde hareket etsin. ‘‘B’’ de n= [fﬂ’ nin diger permiitasyon grubu
olsun ve ‘‘e’” derecesi Y={ Vs Yas Y35 oees ¥, } kiimesinde hareket etsin. Bu iki

permiitasyon grubunu burada aciklanan ikili islemleri (Tanim 3.1.24; Tanim 3.1.25;
Tanim 3.1.26.; Tanim 3.1.27) tanimlamak i¢in kullanacagiz.

Tamm 3.1.24. (Kartezyen Carpim Grubu)

A, B=#¢ icin AXB, XxY tepeler kiimesinde hareket eden bir permiitasyon
gruptur. Onun permiitasyonlari @€ A ve fe B gibi ax f permiitasyonu ikili

olarak yazilir.

(aXp)(x,y) = (ox, Py ) olarak ifade edilir.



Tanmim 3.1.25. (Gruplarin Toplam)

A+B, (XUY) ayrik kiimeleri iizerinde hareket eden bir permiitasyon gruptur.

XUY’ nin elemanlart @€ A ve e Bolup a+ f seklinde ikili permiitasyon olarak
yazilir.

az, ze X
ze XUY icin (a+ f)(z) =

Pz, zeY
Tamm 3.1.26. (Kuvvet Grubu)

X’ den Y’ ye biitiin fonksiyonlar kiimesi Y* iizerinde hareket eden B*
tarafindan ifade edilir. Kuvvet grubu normal bir fonksiyondan daha fazla hareket

eder. e A ve e B permiitasyon ciftleri igin tek bir permiitasyon vardir. Bu da
B* e B olarak yazilir. Kesinlikle belirtelim ki S*f fonksiyonunun altindaki
x€ X in tim seklini veren denklem tarafindan takip edilen fe Y* her

fonksiyonun iizerindeki S*f hareketi (B~ f)(x)=f f(ox) tir.

Tanim 3.1.27. (Birlesim Grubu)

A[B], XxY iizerinde hareket eder. Vae A ve ardisik “‘d’”’ nin iginde (5,
By ., By) B’ de tek bir permiitasyon vardir. (x;, y;)e XxY igin (a; B, B, ..,
B,)E A[B] i¢in sadece bir permiitasyon yazilabilir.

(-xi9 y])EXXYlgln(a,,Bl’ ﬂ29“ ’ ﬂd)(-xi’ y1)=(a xi? IBI y])

olarak yazilir.

G, grafina ait grup A ve G, grafina ait tepeler kiimesi X ile, G, grafina ait
grup B ve G, grafina ait tepeler kiimesi Y ile gosterilsin. Buna gore permiitasyon

gruplar1 tizerinde iglemler cizelge 3.1.1. *de verilmistir.



8
Cizelge: 3.1.1. Permiitasyon gruplari iizerinde islemler.

Tanimlar Toplam Kartezyen Carpim Birlesim Kuvvet
Grup A B A+B AXB AlB B4
Tepeler kiimesi X Y XUY XxY XxY ¥
Mertebe m n m.n m.n m. n? m.n
Derece d e d+e d.e d.e e!

.p dereceli iyi bilinen bes permiitasyon grubuna iliskin bilgiler ¢izelge 3.1.2.°
de Harary (1972) tarafindan verilmistir.

Cizelge 3.1.2. p dereceli permiitasyon gruplari.

Sembol Mertebe Tanim Kiimesi

Simetri Grubu S » p! {1,2,..., p} iizerindeki
tim  permiitasyonlar
icin

Alterne Grubu Ap p!/2 {1,2,..., p} iizerindeki
tim  permiitasyonlar1
icin

Devirli Grup C, P (12...p) tarafindan

tiretilen permiitasyon
gruplari i¢in
Dihedral Grup D 2.p (12...p) ve

P
(1p)(2p-1)...tarafindan
tiretilen permiitasyon
gruplari i¢in

Birim Gruplar1 E, 1 (1)(2)...(p) tek bir

permiitasyon i¢in




3.2. Gruplarla flgili Temel Tanimlar

Tamm 3.2.1. (Grup)

G# ¢ ve V ,, € G o islemi asagidaki 6zellikler saglaniyor ise (G, 0)’ ye bir
gruptur denir.

Aksiyom 1. (Kapahlk): ¥V ¢,,, € Gigin &, 0, € G olmasidir.

Aksiyom 2.(Birlesme): V &, ,, a; € G icin
(qyoay)oa, = ao(, 0 ay) olmasidir.

Aksiyom 3. (Birim Eleman): Jie Gicinioa=ao0i = & olmasidir.

1 1

Aksiyom 4. (Ters Eleman): oo o™ = o~ o a =i olmasidir. ((Jt_1 € G)

Tanim 3.2.2. (Abelyan Grup)

G# ¢ bir grupolsun. V &, a, € Gigin @ 0@, =a, 0@, ise grubuna, Abelyan
(Degismeli) grup denir.

Tanim 3.2.3. (Alt Grup)

G bir grup ve H, G’ nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G’ deki isleme
gore kendi bagina bir grup oluyor ise H* ye G’ nin bir alt grubudur denir ve

H <G ile gosterilir.

Tanmim 3.2.4. (Grubun Mertebesi)

G sonlu bir kiime ise (G, o) grubuna sonlu grup denir ve bu grubun eleman sayisina
grubun mertebesi adi verilir.

Tanim 3.2.5. (Permiitasyon)

G# ¢ sonlu bir kiime ise G’ nin kendi iizerine 1- 1 fonksiyonlarina bir permiitasyon
denir.
Tamm 3.2.6. (Simetrik Grup)

G, n- elemanl1 ise G’ nin permiitasyonlarin kiimesi ((G) =S, ile gosterilir ve
Simetrik Grup (Permiitasyon Grubu) diye isimlendirilir.
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Tanim 3.2.7. (Homomorfizma)

(G, o) ve (H, *) iki grup ve f: G — H bir fonksiyon olsun. V a, be G igin
f(aob)=f(a) * f(b) ise f” ye G’ den H’ ye bir homomorfizma denir.

Tanim 3.2.8. (izomorfizma)

G, H# ¢ iki grup olsun. f: G — H bir homomorfizma olsun. f, 1- 1 ve 6rten ise f* ye
izomorfizmadir denir.

Tanim 3.2.9. (Otomorfizma)

Bir G grubunun kendi iizerindeki 1-1 ve 6rten izomorfizmasina bir otomorfizma
denir.

Tanim 3.2.10. (Dihedral Grup)

x" = y2 =e ve xy= yx"! kosullarin saglayan x ve y ile iiretilen gruba dihedral

grup denir ve D, ile gosterilir.
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3.3. Graf ve Gruplarla ilgili Temel Tammlar

Tamim 3.3.1. (izomorf Graflar)

G,=(V;, E;, g;) (i=1,2) iki graf olsun. ¢: V; — V, 1-1 ve orten bir
fonksiyon a ve b tepeleri G, de ancak ve ancak ¢ (a) ile ¢ (b) tepelerinin G, ’ de
komsu olmasiyla komsu olabilirler. O zaman G,’ den G, ’ ye izomorfik esleme
vardir veya G, G,’ ye izomorftur denir ve

G =G,

ile gosterilir.

Tanim 3.3.2. (Cayley Graflar)

Bir G grubu ile 1€ S nin alt kiimesi bir Cayley alt kiimesidir. S bir G
grubunun bir Cayley alt grubu olsun. S ile iliskisi olan G Cayley yonlii grafi D(G; S)
ile gosterilsin. Burada G’ nin tepeler kiimesi ile yonlendirilmis bir graf ve G deki

herhangi x, y icin x — y bir ayrit olmas1 icin gerek ve yeter sart x! ye S

olmasidir. Sayet S tersinir ve kapali ise yani S =S ise 0 zaman x — y bir ayritin
olmasi i¢in gerek ve yeter sart y — X bir ayritin olmasidir. Boylece D(G, S)
yonlendirilmis graf olur. Bu yonlendirilmis grafa, Cayley Grafi denir.

Tamm 3.3.3. (Lineer Graf)

Ayritlar1 tepelerden baska hicbir yerde kesismeden diizleme ¢izilebilen
graflara lineer graf denir.

Tanim 3.3.4. (2 - izomorf Graf)

Cevreleri cevrelere doniistiirecek (karsilik getirecek) sekilde G, ve G,
ayritlari arasinda 1- 1 esleme var ise bu G, ve G, graflarina 2- izomorf graftir
denir.



GARFIN GRUBU

Cesitli sekillerin simetrik ¢aligmasinda, grup teorisi giiglii bir soyut yaklagim
saglamaktadir. Bu yaklagim gruplar ve graflar arasinda bazi yaklasimlarin
kesfedilmesini de saglamistir. Permiitasyon gruplarinda bazi islemler kullanilacaktir.
Bu islemler gruplarda uygulanan islemlerle yakindan alakali oldugu i¢in ve de
grafiksel hesaplamasinin temelini olusturdugundan dolay graf teorisinde 6nemli bir
rol oynamaktadir.

Verilen her aksiyom sistemi bir otomorfizm grubuna sahiptir. Uygun sartlar altinda
karigik graf grubu onun 6ge graflari icin de tanimlanabilecegi ¢ikartilabilir. Verilen
yapisal formlar graf gruplarinin var oldugu sonucuna varilir. Bu boliim simetrik olup
graflarin amag ve graflarina uygun bir graf calismasiyla sonuglanir.

4.1. Grafin Otomorfizm Grubu

G # ¢ grubu verilsin. G kiimesi, tizerindeki permiitasyolar i¢in doniisiimlii
bilesimleri (ikili islemleri) saglar. Ustelik, her zaman bir permiitasyon koleksiyonu
bu bilesimle yakinlasirsa grubun Aks:2, Aks:3, Aks:4 6zellikleri otomotikmen
saglanir. Bunun sonucunda graflarin permiitasyon grubu oldugu anlagilmaktadir.
Eger bir permiitasyon grupta A c G ise;

|A| : Grubun mertebesi

|G| : Grubun derecesi
G ve Y gruplarn iizerinde sirasiyla A ve B permiitasyonlar1 oluguyorsa A =B
izomorf gruplardir. A = B sadece izomorf degil bunun yaninda permiiyasyon
gruplaridir. Daha detayl1 olarak A =B, 1-1 bir doniisiim varsa ¢, , &, € A’ daki gibi

h:A — B arasindaki permiitasyonlar1 h( ¢ ¢, )=h( ¢, ).h( &, ) dir. Yani A =B igin
bagka bir 1- 1 doniigsiime daha ihtiyacimiz olacaktir.

a e Avexe Gigin f:G & Y ise f( a x)=f( a).f(x) tir.

Bir G grafinin otomorfizmasi G ile kendisinin bir izomorfizmasidir. Bu yiizden

a € G’ nin her otomorfizmas1 ‘“V’’ kiimesinde bitisiklik sunan bir
permiitasyonudur. &’ nin her tepesini ayni derecedeki bir digerine gonderir. Bir
bagka otomorfik grubunu takip eden her otomorfizm bir otomorfizm grubudur. Bu
yiizden G’ nin otomorfizmleri G’ nin iizerinde hareket eden permiitasyon grubu

I' (G) bigimindedir. Bu yiizden G’ nin tepe grubu veya G’ nin grubu olarak bilinir.
V=V 6zdes doniisiimii daima G nin bir otomorfizmasidir. Ay gaf icin sadece bir
otomorfizmadir. Bunlar 6zdes gruplar olarak da tanimlanir.

G’ nin tepe gruplari, G’ nin tepe grubu olarak adlandirilan I (G) , diger

permiitasyon gruplarinin olugsmasini saglar.
Iki grup arasindaki farklilig1 gosterebilmek icin sekil 4. 1.” de gosterilen v, v,,

vy, v, tepelerive x;, x,, X3, X4, x5 ayntlariyla isaretlenen
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K, - x sekline bakin.

K,-x 12} X 12
X4 X;

Sekil 4.1. K- x graf1; 4 tepeli tam grafin x ayritinin ¢ikarilmast ile elde edilen graf
I'( K,- x ) dort permiitasyondan olusur.

(V1)(V2)(V3)(V4)v(V1)(V3)(V2 V4)’(V2)(V4)(V1 V3)’(V1 V3)(V2 V4)

(vi)(v3)(vy vy) x5 ile veya x;, x, ile x,, x3 ile yer degistirerek tepe grubu
0zdes permiitasyon graf grubu permiitasyonunun olusmasina sebep olur. Bu yolla
graf grubun ( K, - x ) permiitasyonlarini i¢erdigi goriiliir. Tepe grubu asagidaki ayrit

permiitasyonlarinin olugsmasini saglar.

(xl ) Xy ) X3 ) Xq ) X5 ),( X1 X4 ) Xy X3 ) X5 ),( X1 X ) X3 X4 ) X5 ),

(xp x3)(xy x4 )(x5)

(K, -x ) nin tepe ve ayrit gruplari izomorfiktirler. Fakat I (K, - x ) bes
dereceye ve I' (K, - x ) dort dereceye sahip olduklari icin bunlar 6zdes

permiitasyonlar degillerdir. Burada izomorf olan tepe gruplarina bagh olarak ayrit
gruplarinin da oldugunu gosterdik. Fakat sadece gostermekle yetinecegiz. Ciinkii
konumuz itibariyle sadece tepeler grubu ve graflariyla ugrasacagiz.

G={0(1, 0(2, a:;, a4 }Olsun.

I'(K,-x ) permiitasyonlarini;

1V2 V3 Vy ViVa V3 Vy ViVa V3 Vy ViVa V3 Vy
a’1= Vl VZ V3 V4 ,a’2= Vl V4 V3 VZ ,a:;: V3 V2 Vl V4 ,0(4= V3 V4 Vl VZ

Seklinde isimlendirip graflarini ¢izelim.
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Vi X1 V2
Ct'l =
Vq o) V3

Sekil 4.2. K, - x graf1; 4 tepeli tam grafin x ayritinin ¢ikarilmast ile elde edilen graf.

v X4 V4

X1 5 X3
0{2 =

V2 X V3

Sekil 4.3. K, - x grafida; v, ve v, tepelerinin yer degistirmesiyle elde edilen graf.

V3 X Va
X3 Xs X1
a'3 =
4 X4 1

Sekil 4.4. K, - x graft ve v; tepelerinin yer degistirmesiyle elde edilen graf.

V3 X3 4

Xy X5 Xy
0{4 =

Vs Xy Vi

Sekil 4.5. K,- x grafinda v, ve v; ilev, ve v, tepelerinin yer degistirmesiyle

elde edilen graf.

Simdi de
G={a’l, alz, a3, a4 }

graflarin bir grup olup olmadiklarini gosterelim. Grup olabilmeleri i¢in grup
aksiyomlarini saglamalar1 gerekir.

Aksiyom 1. (Kapalilik)

Ve, a; € Gicin ;0a; € G oldugunu gosterelim.
a,, ;€ Gicin &, o a; € G midir?
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Viva Vs [’4 V1 jz V3 [’4 Vipa Vs Vs ]
Vl V4 V3 VZ (0] V3 2] Vl V4 = v V4 V2 = 0!4 5 0!4 (S G’ dlI‘.

benzer sekilde;

QO =0,0000,=0,, 0400;=05, Q4100,=0,
0LOoo=0,, 0,00=0, 0L0=0,, L00,=04
Q00 =0, 0,00L=0y, A;005=0,, 0,00,=0,
Qo0 =0, 0,00,=0;, 0,00=0,, Q00,=0,

oldugu acikca goriilmektedir.

Buradan da goriiliiyor ki;
i-Va, e,€Gigin o, €G
i-V a,, a ;€ Gicin qoa;=a;0q; olup degisme 6zelligini de saglamaktadur.

.. 2 _
iii- V a;€Gicin aj=¢q
Aksiyom 2. (Birlesme):

YV a, a;, 0 € Aigin ;o(a; 00 )=(;0; )0 o olmasidir. Bunun i¢in

o, &,,0;€ G alalim.

(VI Va V3 V) (V] Vo V3 Vg Vi Vy V3 Vg Vi Vp V3 Vg Vi Vy V3 Vg
- J

(Vi vy vy vy

=(vsvav vof =0y ve ay € G’ dir. Buradan da;

(mom)oa =a0(mo0a)=ay

oldugu goriilmektedir. Buradan;
o(a;oa)=( qoa;)oa, (i), k=1,2,34)
oldugu asikardir.

Aksiyom 3. (Birim Eleman) :

Jdie Gicinio @ =aoi = olmasidir.
o5 € G olsun.
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V3 VZ Vl V4 (6] 1 = V3 V2 Vl V4 => 1: 0!1 = Vl VZ V3 V4 Olur.
Ayni gekilde oi=¢; (i=l, 2, 3, 4) oldugu asikardur.
Aksiyom 4. (Ters Eleman):
aoa ' = a'oa=iolmasidir. (o' € G)

o, € Gigin a0 05" =i midir?

Vi Va V3 Vy ViVa V3 Vg V1 V2 V3 Vy
V3 Vo V| Yy 00!3_1= ViVo V3V ) =>0= 3 v, V| V
olacak sekilde € G vardir.
Buna gore i= ¢, ’ dir. Acaba ;o ¢; '= @, oluyor mu?

Buradan ¢; =, alalim. Buna gore o, 0, = ¢ oldugu asikardir. O halde
o;o=q dir. (i=1, 2, 3, 4)

Sonuc 4. 1:

G grafinin tepelerinden olusan permiitasyon grubu degisme 6zelligini de
sagladigindan G grafi, abelyan (degismeli) gruptur.

Lemma 4. 1:
Tiim buklesiz lineer graflar bir abelyan gruptur.
ispat:
Tim buklesiz lineer graflar yukarida da gosterildigi gibi grubun tiim
ozelliklerini saglar.
Bu 6zelliklerden de goriildiigii gibi grafin tepeler permiitasyonu bir gruptur.
Sonuc 4.2:
G grafinin grup oldugunu soyut cebirden; simetri eksenlerinin kendi aralarinda yer
degistirmesi ile elde edilen tepeler permiitasyon gruplariyla ve tepelerin sol taraftan

180 derece dondiiriilmesi ile  olusan tepeler permiitasyon gruplariyla da
gosterilebilir.



ispat:
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G=# ¢ ve o, G’ de tanimli bir islem olsun.

GXG—>G

(81> &) g108,
Asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bir gruptur.

i- Kapalilik
ii- Birlesme

iii- Birim eleman

iv- Ters eleman

Vi

Xy

Xs

Va

X

vy X3

V3

Sekil 4.6. K, - x grafi

O : herhangi bir tepenin sol taraftan 180 derece dondiiriilmesi ile olusan tepeler

permiitasyonu olsun.

7 : Simetri eksenlerinin kendi aralarinda yer degistirmesi ile elde edilen tepeler
permiitasyonu olsun.

V3
X

51=

Va

Kq

Vo

X1

Vi

Sekil 4.7. K, - x grafimn sol tarafindan 180 derece donmesiyle olusan graf.

vy X V)
Xy X X,
0,=
vy X3 V3

Sekil 4.8. K, - x grafinin sol tarafindan 360 derece donmesiyle olusan graf.

8,=(13)(24)

6, =(1)=(2)=3)=(H)=i



18
8, = 67 =i (i: birim eleman)

Buradan da &7 =&, oldugu goriiliiyor.

Vi 7 Va
Xl X. X3
Tl =
Va X V3

Sekil 4.9. K, - x grafinin dogrusuna gore simetrik olan grafi.

V3 X Vo
X3 X X
2-2 =
Vy 4]

Sekil 4. 10. K, - x grafimin y =x dogrusuna gore simetrik olan grafi.
7, =(24)(1)(3) =(24)

7, =(13)(2)(4)=(13)

Buradan;

G= ¢, 6] ={i, 7, T, }

Simdi bu G kiimesinin bir grup oldugunu gosterelim. Bunun i¢in oncelikle G
kiimesini permiitasyonlar grubu olarak agik bir sekilde yazalim. Bu yazilimdan
sonra tepelerden elde edilmis olan permiitasyon grubunun grup olma 6zelliklerinin
timiinii sagladigin1 gorecegiz.

Bunun i¢in;

8, =(13)(24)

5,=067=(1)

7,=(24)

7,=(13)

7 =(24)0(24)=i=(1)

72 =(13)0(13)=i=(1)

8, 07, =(13)(24)0(24)=(13)= 7,
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7,068, =(24)0(13)24)=(13)= 7,
8,07, =(13)(24)0(13)=(24) =1,
7,08, =(13)0(13)(24)=(24) =7,
7,07, =(24)0(13)=(13)(24)= &,
7,07, =(13)0(24)=(13)(24)= 5,

oldugu goriilmektedir. Buna gore;
d,, 67 =i, 7,, 7, € G icin grup olma 6zelliklerinin tiimiinii saglamaktadir. O halde

ifademizin dogrulugu goriilmektedir.
Sonuc 4. 3:
Burada G grafi D, dihedral grubunun bir alt grubudur ve tersi de dogrudur.

Verilen bir buklesiz lineer grafa izomorf olan grafin sayisi, bu grafa ait grubun
mertebesine esit oldugunu gostermis olduk.

Teorem 4. 1:

n- tepeli m- ayrith bir buklesiz lineer graf G(n,m) ile gosterilsin.
G(n,m)’ nin tepelerinin grubu |G| olsun.
de z*, |G| nin mertebesi olsun.

Buklesiz lineer G(m,n) grafa izomorf olan G, grafin sayisi, bu grafa ait

grubun mertebesine esittir. Yani mertebesi d’ ye esittir.

ispat:

Teoremin ispat1 sonug 4. 1. ve sonug 4. 2.” den acik¢a goriilmektedir.



5. TARTISMA ve SONUC

%3

Arthur Cayley’ in 1850’de ispatlamis oldugu ‘‘adlandirilmamusg graf sayisini

n .
n>2 olmak iizere [zj =n.(n-1)/2 olsun. Adsiz nokta say1s1 2012 qyr >0 [fadesini
bir 6rnekle agiklayalim.
4
n=4 olsun. Burada (2} =6 olmak iizere adsiz nokta sayisi 2% =64 tiir. Bunlar

cizilecek olursa sadece 11 tanesi ¢izilebilir. Geriye kalanlarin hepsi yani 53 tanesi bu
11 tanesine izomorf olur. Teorem 4. 1. geregince ¢izilmeyen bu 53 tane graf ¢izilen
bu 11 tane grafa izomorf olur.

Bu 11 graf:
* * * * * T * * AN
% % % % % % s *
* g * e 3
* * * * * * * *
*
% %

Sonug 5. 1:

G,+ G, grubuna ait grafa izomorf olan graflarin sayis1 m.n tanedir.
Ispat:

Ifadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1. ve Teorem 4. 1. den asikardir.
Sonug 5. 2:

G,x G, grubuna ait grafa izomorf olan graflarin sayis1 m.n tanedir..
ispat:

Ifadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1. ve Teorem 4. 1 den asikardir.
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Sonuc 5. 3:

G, ‘GJ grubuna ait grafa izomorf olan graflarin sayis1 m. n? tanedir.
ispat:
Ifadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1 ve Teorem 4. 1 den asikardur.

Sonuc 5. 4:

B grubuna ait grafa izomorf olan graflarin sayisi m.n tanedir.
ispat:

Ifadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1. ve Teorem 4. 1. den asikardir.

Burada Sonug 5.1., Sonug 5.2., ve Sonug 5.4.” te verilen ii¢ grafin izomorfik
oldugunu Harary (1972) Graph Theory adli kitabinda vermistir. Dolayisiyla aym
sonuglar buradan da elde edebilir.

Sonug 5. 5:
S, Simetrik grubuna izomorf olan graflarin sayisi p! tanedir.
Ispat:

ifadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1., Cizelge 3.1.2. ve Teorem 4.1." den
agikardir.

Sonuc 5. 6:

S, Alterne grubuna ait grafa izomorf olan graflarin say1s1 p!/2 tanedir.

ispat:
[fadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1., Cizelge 3.1.2. ve Teorem 4.1." den
agikardir.
Sonuc 5. 7:
C, Devirli grubuna ait grafa izomorf olan graflarin sayisi p tanedir.
ispat:

[fadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1., Cizelge 3.1.2. ve Teorem 4.1." den
agikardir.
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Sonuc 5. 8:
D, Dihedral gruna ait grafa izomorf olan graflarin sayis1 2.p tanedir.
ispat:

[fadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1., Cizelge 3.1.2. ve Teorem 4.1." den
agikardir.

Sonuc 5. 9:
E, Birim grubuna ait grafa izomorf olan graflarin sayisi 1 (bir) tanedir.
ispat:

[fadenin dogrulugu Cizelge 3.1.1., Cizelge 3.1.2. ve Teorem 4.1." den
agikardir.
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