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OZET

COK DEGERLI (MULTIiVALENT) LOJIK

ALTUNLI, Sakir
Yiiksek Lisans Tezi , Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Yrd. Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR
Subat 2009, 65 sayfa

Bu calisgmanin amaci; Fuzzy Lojikte Multivalent Lojik ile ilgili bilgileri bir
arada vermek ve bunlara iligkin yapilan calismalar1 6zetlemek ve Fuzzy Graflardaki

bazi1 ozellikleri incelemektir.

Anahtar kelimeler : Fuzzy graf, Fuzzy Lojik, Fuzzy Multivalent Lojik, Graf,
Multivalent Lojik.






ABSTRACT

MULTIVALENT LOGIC

ALTUNLI, Sakir
Msc, Mathematics Science
Supervisor: Assist. Prof. Dr. M. Serif ALDEMIR
February 2009, 65 pages

The purpose of this study is to summarize informations making works
concerning with multivalent logic in fuzzy logic and is investigate some features in

Fuzzy Graphs.

Key words : Fuzzy graph, Fuzzy logic, Fuzzy multivalent logic, Graph,

Multivalent logic.






ON SOz

Bu calisma ikili mantigin genellestirilmesi olan ¢ok degerli mantik ve devami
fuzzy mantik ile graf ve fuzzy teorisinde mantik iizerine yapilmis caligmalara iliskin
gerekli temel bilgileri icermektedir. Fuzzy teorisi, mantik yapisi alanindaki en énemli
araclardan birisidir. Ikili bir mantik yapisi ile baglayan ve cok degerli mantik ile
yiikselen fuzzy mantik daha uygun bir matematiksel model olarak ortaya ¢ikarilmstir.

Bu ¢alismanin baslangicinda mantigin ortaya ¢ikisindan itibaren fuzzy mantiga
kadar gecen siirede yapilmis olan ¢alismalarla ilgili bilimsel siire¢ detaya girmeden
anlatilmistir. Daha sonra konuyla ilgili baz1 temel tamim ve teoremler sirasiyla
verilmistir. Yine fuzzy mantik yapist bakimindan c¢ok degerli mantik kavrami
incelenmis ve fuzzy de cok degerli mantik kavrami ele alinmustir.

Bu calismay1 bana veren ve calismalarim siiresince karsilastigim giicliiklerde
yardimlarini esirgemeyen hocam, Saym Yrd.Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR e tesekkiir

eder saygilarimi sunarim.

Sakir ALTUNLI
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1. GIRIS ve KAYNAK BILDIRISLERI

Mantik yapisi, Graflar teorisi, Fuzzy teorisi gibi alanlarda en 6nemli araglardan
biridir. Mantik iki degerli mantik kavrami ile ¢ok degerli olan mantifa dogru
yayllmistir. Mesela; alisilmig bir grafin bu yapiyr tam olarak gosteremedigi bir
durumda fuzzy graf daha uygun bir matematiksel model olarak ortaya cikarilmstir.
Fuzzy teorisinin kokeninin baglangict Zadeh (1965) tarafindan atildig1 pek cok atiftan
acik olarak goriilmektedir.

Klasik mantik (yada iki degerli mantik) iizerine kurulu temel varsayim yani her
Oonermenin ya dogru yada yanlis oldugu Aristo’dan beri sorgulanmistir. “Yorum
lizerine” eserinde Aristo gelecege bagli olan meselelerin problematik dogruluk
durumunu tartismistir. Aristo’ya gore gelecekteki olaylar hakkindaki onermeler, ne
dogru ne de yanhstir ama olasilikla her ikisi de degil, burada onlarin dogruluk
degerleri belirsizdir ve en azindan olaylara Onciildiir.

Buradan 1yi anlagilmaktadir ki; aslinda problematik olan onermeler gelecekteki
olaylarla smirli degildir. Belirsizligin Heisenberg (1927) prensibinin (dalga ve
parcacigl ayni anda net bir sekilde saptayamama durumu, Heisenberg’in (1927) {inlii
belirsizlik ilkesinin 6ziidiir) bir sonucu olarak ,mesela, bilinmektedir ki; kuantum
mekaniginde belirli 6nermelerin dogruluk degerleri 6lgmenin temel sinirlarima goére
belirleyici degildir.

Boyle onermelerle ilgili olmak icin “belirsizlik” diye adlandirilan bir tigiincii
dogru degere izin vererek klasik iki degerli mantigin dogru/yanlis diye boliiniisiine
kolaylik saglamak gerekir.

Klasik iki degerli mantik, c¢esitli sekillerde iic degerli mantik igine
genisletilebilir. U¢ degerli mantiklar bu sekilde kendi rasyonelligi ile kurulabilir.
Sirasiyla 1, 0 ve 1/2 ile dogru, yanlis ve belirsizligi gostermek bu mantiklara uygundur.
Yine mesela 1—a ile bir a onermesinin degilini a ile tantmlamak miimkiindiir. Diger
ilkellerde A , v , = , & gibi li¢ degerli mantikta biri digerine farklilik gosterir.

En iyi li¢ degerli mantigin besi kendi koken isimleriyle yazili bicimde asagidaki

tabloda A , v , = , & ilkellerine gore ifade edilmektedir.
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Sekil 1.1. Ug degerli mantigin baz ilkelleri tablosu

Bu tabloda goriilmektedir ki; tiim mantiksal ilkeller a,be [0,1] igin klasik
mantikta bu ilkellerin bilinen tanimlarina uyumlu bazi ii¢ degerli mantiklar icin
verilebilir ve yeni 1/2 dogruluk degerinin davranisi ile birbirlerinden ayrilirlar.

Mesela giiniimiiz bilgisayarlarinda islenen mantik iki degerli olup O ve 1
dogruluk(voltajli) degere sahiptir. Ger¢ek bilgisayarlarda mantik cipleri c¢iktis1 ani
degisir, girdi bir baslangi¢c degerini astiginda O V ile 0.5 V arasinda tiim girdilerin bir
ciktisini verecek ve yine 0.5 V ile 1 V arasindakileri de verecektir. Eger ciktiya karsin
girdi tertip edilebilirse bir adim (basamak) fonksiyonu elde edilebilir.

Kolayca soylemek miimkiindiir ki; bu iic degerli mantigin hi¢ biri aAa =0
celigki kanununu ve a v a =1 dislanmis orta kanunu ve iki degerli mantigin diger bazi
totolojilerini saglamaz. Bochvar ii¢ degerli mantigi, mesela, iki degerli mantigin
herhangi totolojisini saglamaz zira ilkellerin her biri 1/2 degerini iiretebilir ve her ne
zaman olursa olsun en azindan a ve b Onermelerinden biri bu degeri varsayarak bunu
yapacaktir.

Bu sebeple, klasik totoloji kavrami yerine yari totoloji kavramini genisleterek
ortaya koymak dogru olacaktir. Soylenebilir ki; kendi 6nemsel degerlerine yonelen
dogruluk degerlerinin O (yanlis) veya 1 (dogru) disinda 1/2 gibi baska dogruluk degeri
de olabilecegi yar1 totolojileri kurmak gerekecektir. Ayni durum celigkinin
genisletilmisi yari celiski i¢inde gecerlidir.

Bir defa cesitli ii¢ degerli mantik anlamlh ve faydali kabul edilebildi mi n > 2

dogruluk degerlerinin keyfi bir sayis1 icin n degerli mantiga genellestirmeleri yapmak



dogal olacaktir. Birka¢ n degerli mantik otuzlu yillarda genellenmistir. Herhangi
verilen n degeri i¢in bu genellestirilmis mantiklarda dogruluk degerleri aslinda [0,1]
araligl icinde rasyonel sayilarla ifade edilmektedir. Bu degerler O ve 1 arasinda ve
bunlar hari¢ araliklarda sonsuzda boliinme ile elde edilebilmektedir.

n degerli bir mantigin dogruluk degerlerinin 7, kiimesi

olarak ifade etmek miimkiindiir. Bu degerler , dogruluk derecesi olarak belirtilir. Mlki
Lukasiewicz (1930) mantig1 ile baglayan n degerli mantigin ilk serisi n =2 igin {i¢
degerli mantikla genellestirilmis ve devam etmistir. Goriilmektedir ki; mantikla
olusturulan farkli degerlerin sayis1 6nceden O ve 1 arasinda degisirken sonra {0,...,1}

sonsuz degerlerde degismistir. Modern mantik olarak da ifade edilen n degerli
mantifin Onciisii ise Leibniz’dir (1972). Leibniz’in (1972) tasarimladigi evrensel
sembolik dil ile bu dile dayali evrensel matematik, modern mantigin oldugu kadar,
elektronik beyin diye adlandirilan bilgisayarin yap1 c¢ekirdeklerini olusturmuslardir.
Modern mantigin ger¢ek kurucular1 Boole (1854) ile Frege’dir (1893). Whitehead ve
Russell (1910) daha sonralar1 kurulmus bu temelleri islemis ve yontemleri
gelistirmislerdir. Iste bu genis capli ¢ok degerli mantik ile beraber fuzzy mantig
olusmustur. Mesela, bu isin nasil calistigin1 gérmek icin “hangi {i¢ odada verilen olas1
ic cikt1 (sicak, soguk, notr) tipi klima ciktisi olabilir?” sorusunu diisiiniirsek, istenen
daha diisiik yada daha yiiksek girdiler oldugunda is kolay ama ikisi arasinda nasil
olacag belirlemek onemli olmaktadir.

Bu dogrultuda ¢ok degerli mantik, Fuzzy Mantik ve Fuzzy Graflarla ilgili tanim
ve teoremler, Russell (1903), Lukasiewicz (1930), Hilbert (1918), Brower (1923),
Black (1937), Birkhoff (1948), Heyting (1956), Curry ve Feys (1958), Zadeh (1965),
Goguen (1967), Gentilhomme (1968), Netto (1968), Zadeh (1968), Dienes (1969),
Goguen (1969), Rescher (1969), Brown (1971), Lee (1972), Leibniz (1972), Sinclair
(1972), Kling (1973), Lakoff (1973), Zadeh (1973), Chapin (1974), Goguen (1974),
LeFaivre (1974), Kaufmann ve Zadeh (1975), Maydole (1975), Zadeh (1975a; 1975b),
Gaines (1976a; 1976b), Giles (1976), Pinkava (1976), Sanchez (1976), Willaeyes ve
Malvache (1976), Dubois ve Prade (1980), Klir ve Yuan (1995), Giinal (1997), Chen
ve Pham (2001), Lucas (2002) caligmalarinda verilmistir.



Bu calismanin amaci; Fuzzy Mantikta Cok degerli mantik ile ilgili bilgileri bir
arada vermek ve bunlara iligkin yapilan calismalar 6zetleyerek Fuzzy mantiktaki bazi
ozellikleri incelemektir.

Bu calismanin diger bir yam1 da Fuzzy ¢ok degerli mantik ve Fuzzy
Graflarin tanim ve teoremleri ayri bir matematik dali olarak uygulamacilarin
hizmetinde oldugunu gostererek Fuzzy Cok degerli mantigin teknoloji, miithendislik ve
tip alanlarinda uygulamalarinin yapilabilirliklerine dikkat c¢ekmektir. Mantigin
uygulamalar1 alanlar1 arasindan bilgisayar adi verilen otomatik makineler de bulunur.
Modern yasam bize giindelik yasamimizda bile yararlar saglamakta; daha saglam akil
yiirlitmeler yapmamiz, baskalarinin diisiinme zincirlerini daha basarili izleyip

elestirebilmemiz i¢in gerekli bilgileri vermeye devam etmektedir.



2. ONBILGILER

Bu boliimde, daha sonraki kisimlarda kullanilacak olan  siirece yonelik

bilgilerle temel tanim ve ornekler verilecektir.

2.1. Mantigin Olusum Siireci

Mantik kelimesi, Yunanca Logike kelimesinin Arapga terciimesidir. Logikos,
logos’a yani soze, akil yiiriitmeye ait demektir. Kelime anlamindan da anlasilacag gibi
mantik kelimesi hem akil hem de soz ile ilgilidir.

Giinliik yasamimizda mantik icin mantikli, mantiksiz gibi deyimleri kullanir ve
genellikle sozleri birbiri ile uymayan kimseler mantiksizlikla suglanir; davraniglarinda,
kararlarinda aklina degil de, soz gelisi duygularina onem kisileri de aym sekilde
elestiririz.

Giinlik yasamimizdaki anlaminin paralelinde mantik sozciigiiniin anlamu;
cikarimlar1 denetlemek igin gelistirilmis olan yontemi anliyoruz. Cikarim, eldeki
bilgilerden yeni bilgiler tiiretme, eldeki verilerden bir takim sonuclar cikarma
islemidir. Eldeki verilerden beklenilen sonuglarin ¢ikip ¢ikmadigimi arastirmaga da
denetleme islemidir. Dikkat etmemiz gereken bir noktada mantigin klasik (iki degerli)

ve modern (¢ok degerli) olarak ikiye ayrildigidir.

2.1.1. Geleneksel (formel) mantik

Aristo, mantigin babasi, mantig1 tanimlamay1 unutmustur. Belki de bu yiizden,
bugiine kadar bir mantik tanimi tizerinde hem fikir olunamamistir. Ama buna karsilik,
herkes, bu disipline, onun temel Ozelligine bakarak formel mantik olarak bakar ve
Aristo’dan giiniimiize kadar da boyle ogretile gelmistir. Cok genel bir ifadeyle, formel
mantigin ¢ikarim tekniklerini konu edindigi ve ¢ikarimlarin gecerliligi ile, onermelerin
iceriginden, bu Onermelerin tasidiklar1 6zel anlam kapsamindan bagimsiz olarak,

sadece onlarin formu yoniinden ilgilendigi soylenebilir.



2.1.1.1. Geleneksel (formel) mantigin konusu

Geleneksel bicimiyle formel mantik, kategorik ve model kavramlar
mantifindan olusur ve bu haliyle bilesik Onermeler mantiginin cok kiiciik bir
boliimiinii de igerir.

Aristo mantigi, temelinde, bir soyut kavramlar mantigidir; “kirmiz1”, “insan”,
“olumli”; A, B, C ile gosterdigimiz kavramlar olsun. Aristo, kendi kategorik yargilar

mantiginda, yargilanan dort ifade icinde bu asagidaki gibi ele alir:

“Tim A’lar, B’dir”,
“Hicbir A, B degildir”,
“Baz1 A’lar, B’dir”,
“Bazi1 A’lar, B degildir”.

Bu Onerme oOrneklerine gore o, “mantiksal kare” denilen bir grafige gore
kurallar koymustur. O, tasarim yontemini, buna dayanarak, bir ve ayn1 “orta terim”e
sahip iki Onciil 6nermeyi iceren ve bu Onciillerden kalkarak, orta terimi icermeyen bir

onerme (sonug) elde etme yolu olarak gosterir. Bunu iki 6rnekle agiklayalim:

(i) Tim Alar B’dir; tiim B’ler C’dir: O halde tiim A’lar C’dir.
(ii) Hicbir A, B degildir; Bazi C’ler A’dir: O halde bazi C’ler B degildir.

Aym sekilde Aristo, modelitenin zorunluluk ve olanak olarak goriilmesi
halinde, “her A zorunlu olarak B’dir” gibi model yargilar1 da ele alir, model yargilarin
kapsayici bir tasarimini kurmaya ¢alisir.

Antik mantik, hem Aristo hem de Stoa okullarinda, dil bilgisinde “bilesik”
adiyla anilan yargilar1 da ayni tarzda ele alip islemistir.

Bu yargilar,hipotetik (kosullu), konjunktif (birlesik) ve disjunktif (ayrisimli)
sonuclar verirler. Tipki, basit yargilarin kategorik ya da model sonuglar vermesi gibi.
Sozii edilen bu c¢ikarim kurallari, Antikgagdan buyana, hicbir 6nemli degisiklige

ugramadan aynen kalmiglardir.



2.1.1.2. Geleneksel (formellesmemis) mantik

Geleneksel mantik, formellesmemis mantiktir; ¢linkii bu mantik giinliik dildeki
sozciiklerle is goriir. Bu mantikla dogruluk, sozel ifadenin yapisina gore degil, tersi bu
ifadenin isaret ettigi gorsel anlama gore temellendirilir. Onun ¢ikarim yontemlerini
¢Oziimlemesi, ne var ki, sozciigiin iki anlamli olmasi halinde bile, dikkati ¢ekecek
kadar yanilgidan armmistir. Ama bu mantik, gorevini, 6nerme ve ¢ikarimlarin temel
tiirlerinin ancak bir ka¢ adediyle sinirlar. O, baslangictan beri kendini bunlarla
sinirlamistir. Ama ne var ki, bu mantigin elde ettigi sonuclar, sadece “saglikli insan

aklina, sagduyuya dayali ilkelerin apacikligini onaylamaktadir.

2.1.1.3. Geleneksel mantikta metodoloji

Aristo’nun “Organon”unda aldig1 bi¢imiyle geleneksel mantik, sadece formel
mantikla da simirhi degildir. Geleneksel mantik, ayn1 zamanda metodolojik mantigin
birka¢ formu icin de gecerlidir.

Organon’un en biiyiik boliimii, Aristo’nun “Ikinci Analitikler” de formiile ettigi
ikili (dediiktif) bilim kuramidir. Aristo burada, geometrinin kendi zamaninda ulagmis
oldugu ve yiizyillar boyunca da kesin bir dediiksiyona olanak tanimis olan bicimini
ornek olarak alip olaganiistii bir basariya ulagmustir.

Oyle ki, Spinoza zamaninda more geometrico, “dediiksiyonun saglamligina
dayanarak en son seye kadar ulagsmak” olarak anlagilmistir. Aristo’nun dediiktif
yonteminin en 6nemli dayanaklarin1 animsayalim: Her seyi kanitlamak olanaksizdir,
clinkii bu geriye dogru infinitum’a, sonsuza kadar gitmek olurdu. Bu nedenle,
yapilabilecek olan sey kanitlanamaz aksiyomlardan yola c¢ikmaktir ki, bir kuramin
ilkeleri de bu tiir aksiyomlardan tiiretilir. Bu yiizden de, sonsuz bir geriye doniise
bagvurmadan, her seyi tanimlamak olanaklidir, yani bir tamimlanamayandan hareket
etme geregi vardir. Ama bu tanimlanamayanin apacikligi sezgisel olarak bilinir ve
tammin olusumu ve bizzat aksiyomlar apacik olarak tasarlanirlar. Iste, buna gore
dediiksiyon, yine dediiktif bir kuramdan kalkilarak (formellesmemis) mantik

yardimiyla konumlanmais olur.



Eskicagda, mantigin (apacik oldugu tasarlanan) aksiyomlardan tiiremis oldugu
konusunda herkesin ayni kanida oldugu kuskuludur. Dediiksiyon, aksiyomlardan
tiiremis haliyle formel mantigin ancak bir yiiziidiir. Ciinkii geleneksel mantik, sadece
bilimlere yonelik bir ugras degildir, hatta daha cok, “olasili” ¢ikarimlar denen retorik
argiimantasyon icin de kullanilir ve 6zellikle bu is i¢in Ogretilir.

Boyle oldugu icindir ki, eski mantik¢ilar, kendi formel mantiklarinin dayandigi
kurallar icersinde c¢ikan ve ilk kez giiniimiizde sistemli olarak ele alinmis olan ¢ikarim
bozukluklar1 da kesfetmislerdir. Hatta onlar, bu konudaki giicliikleri agmak i¢in su ya
da bu tarzda “meta-mantiksal” bir tasarimi Oonceden gerektiren bir diisiince grameri
olmast gerektigini bile vurgulamislardir.

Yanlis c¢ikarimlarla 1ilgili tartigmalar, geleneksel mantikgilarl, giintimiiz
mantik¢ilarinca yeniden tartisma konusu yapilan paradokslara yoneltmisse de,
geleneksel mantik¢ilarin  Onerdikleri coziimler, formel diisiinme yasalar1 yerine
ifadelerin anlamlanmasi lizerine dayatilmistir.

Yenicag, metodolojik mantigl, indiiktif bilim metodolojisinin formiilleri
yetkinlestirmeyi denemistir.

Geleneksel mantik, formellestirilmis mantiga gore cok daha sinirli olan kendi
diisiinsel islemleri i¢inde, bugiin artik mantigin disina atilmis olan sorunlar iizerinde de
uzun uzun durmustur. Bu sorunlar, bilgi-kuramsal, psikolojik, fenomenolojik ve hatta

metafiziksel turden sorunlardir.

2.1.2. Formellestirilmis mantik

On dokuzuncu yiizyildan bu yana yeni bir mantik gelistirilmistir ki, bu mantik

geleneksel mantig1 genisletmis ve ona gore ¢cok 6nemli bir gelisme gostermistir.

2.1.2.1. Mantik cebiri

Formellestirilmis bir mantik, bir program halinde ilk kez Leibniz (1972)

tarafindan diistiniilmiistiir. O, bu konuda kendi cebirsel hesabini1 6rnekle almistir. Bu



mantik, dediiksiiyona dayali islemleri teknik simgelerle yapan karakterler hakkindaki
islem kipleri modus operandi per characteres olarak diisiiniilmiistiir.

Leibniz (1972), bir tiimel karakteristikler, gerceklestirmeyi umuyor, boylece-
tiim bilimsel bilgiyi bir formiilasyon altinda toplamak istiyordu. Ama bir mantik cebiri,
ilk kez on dokuzuncu yiizyiln ortalarinda Boole (1854) tarafindan
gerceklestirilebilmistir. Daha sonra “mantik cebiri” olarak tam seklini almistir. Bu
mantik cebiri artik asilmis olan bir cebirdir ve biiyiik boliimiiyle giinlimiiziin soyut

cebirini ilgilendirmektedir.

2.1.2.2. Formellestirme diisiincesi

Formellestirilmis bir sistem sunlari icerir:

(i) Temel simgeler ve yapisal kanunlar (yasalari) iceren bir simgeler toplulugu,

(ii) Gerekli tanimlar,

(iii) Temel 6nermeler (aksiyomlar) ve dediiksiyon kurallari.

Boyle bir sistemde dediiksiyonlar ©Onermelerin herhangi bir yorumundan
bagimsizdirlar. Aksiyomlar ve yasalar, onlara bir anlam yiiklemeden o©nce, yani
onceden saglanan bir uzlasimla, ilgili olduklar1 alanlar i¢in tasarlanirlar. Uygulamada,
simgeleri geleneksel mantik diline ¢evirmek olanaklidir; ama bu ceviri islemleri,
giinliik dilin bulaniklifindan arinmis olduklar1 ve bagka tiirden yorumlara
“doniistiiriilmedikleri” siirece saglikli olabilir.

Formellestirilmis bir sistemi karakterize eden sey, boyle sistemin, yapi ve
dediiksiyon kurallar1 gibi yoruma agik olmamasi, yorumlardan bagimsiz olmasidir.
Simgeler, bu sisteme sadece distan bakildiginda saglam bir goriinim vermekle
kalmazlar; hatta daha cok, ifadelerin kurulusu ve bu ifadeler hakkindaki dediiksiyonlar
icin smursiz olanaklar saglarlar.

Geleneksel mantikta, sozel sentaksa dayali olduklarindan, kurulus olanaklari
cok smirhidir. Buna karsilik, formellestirilmis bir sistemde yapma simgelerle (yar1)
islem yapilir ve bu islemler her zaman tekrarlanabilir ki, formellestirilmis bir sistem,
giderek karmasiklasan ifadeler hakkinda da rekursif kuruluslar yapma olanagini saglar.

Dediiksiyonlar, dediiksiyon kurallarinin her zaman kullanilabilir ve tekrarlanabilir



olma ozelligine dayanilarak kurulurlar, Tanimlar ise rekursiftirler ve bu yiizden sinirsiz

bir gelismeye izin verirler.

2.1.2.3. “Klasik” formellestirilmis mantik

Formellestirilmis mantik, kullanima elverisli bir form i¢inde, ilk kez. Frege
(1893) tarafindan ortaya atilmistir, ama taninmasi, Whitehead ve Russell’in (1910)
“Principia Mathematica” adl1 biiyiik yapitlartyla olmustur. Biz burada, ancak sistemin
ilkelerini ifade edecegiz:

(i) ifadeler ii¢ tarzda sembollestirilir. Once basit ifadeler gelir. Bunlar 6zne ve
yiikleme gore coziimlenmezler; p, g, r gibi basit degiskenlerle gosterilirler ya da bir
‘yiiklemi bir veya daha ¢ok 6zneye ait kilarlar. Boylece “x bir a’dir”, “x ve y, r ile
iliskilidir” ya da “a, k 6zelligine sahiptir” tiiriinden 6nermeler yapilmis olur.

Boylece Onerme islemleri, yani dogru (evetleyici) ifadeler, degilleyici
(olumsuz) ifadelere, hatta birlesik (konjunkiif), seceneksel (veya), kosullu (eger,
Oyleyse), esdeger (denk) (sagin anlamiyla “aynen” veya esit) ifadelere doniistiirme
islemleri ortaya cikar.

Niceleyicilerle temsil edilen ve tekil ya da tiimel bir ifadeye doniisen
genellestirmeler, “x, bir a’dir” genellestirmesi “tiim z’ler i¢in “x” bir a’dir”, “bazi1 x’ler
icin: x bir a’dir” sekline sokulur.

Onerme islemleri ve genellestirmelerin bu tarza sokulmasiyla, ¢ok karmasik
diisiinceleri ve ozellikle de matematikteki ondeyissel diisiinceleri betimleme olanagi
dogmus olur. Boylece matematik bu ondeyissel diisiinceler rahat¢a “mantiksal” olarak
gosterilir.

(i) Aksiyomlar ve dediiksiyon kurallariin kiig¢iikk bir boliimii, yukarida
karakterize edilen mantiksal ifadeler i¢in formiile edilir. Boylece su goriilmiis olur ki,
klasik mantik, postulatlarin1 (aksiyom ve kurallarin1) ancak model olmayan bir
mantigin dogruladigi bir mantiktir. Oysa, klasik mantifin dayandigi postulatlardan ¢ok

daha bagka sonuclar ¢ikarilabilir.



(iii) Tiim Onerme islemlerini ve genellestirmeleri, bir ilk temele dayandirarak
konumlamak hi¢ de zorunlu ve gerekli degildir. Ciinkii bunlar biri Obiirlinden tanim
yoluyla tiiretilen seylerdir.

Aym sekilde basit tanimlarla karmasik ifadeleri daha basit ifadelere ve giinliik
dile uygun bir bicime ¢cevirmek olanaklidir.

“Baz1 x’ler i¢in x, "a’dir” ifadesi “a diye bazi sayilar vardir” ifadesine;

“baz1 x’ler icin X, z’nin babasi ve z, y’nin kardesidir” ifadesi de

“X, y’nin kardeslerinin babasidir” ifadesine cevrilebilir.

Klasik mantikta cesitli basamaklar vardir:

Sozii edilen temeller iizerinde ¢esitli zeminlere bagli mantiklar hatta cesitli
zeminler lizerinde sinirsiz sayida sistemler kurulabilir.

(i) Oncelikle, “onermeler mantig1”, yani, analitik olmayan ifadelere dayali
onerme islemleri yardimiyla onermeler hakkinda bir mantik kurulur. Bu mantik,
geleneksel mantigin kosullu, birlesik ve kosullu tasarimlarini igerir.

(i) Daha sonra, yiiklemler alaninda, kendileri bizzat yiiklem ya da bir dizi
olmayan bireylerle ilgi kurularak, yukaridaki ilk diizene bagli sonsuz sayida mantiksal
sistem kurma olanagi dogmus olur.

Mantigin en basit hali simmiflar mantigi , yani bir bireyden soz edebilen
kavramlarin mantigidir. Bu haliyle simiflar mantig1, kategorik dnermeler tizerine kurulu
geleneksel mantigin 6zel bir dalidir.

Ama ne var ki, klasik mantik, iki birey arasindaki iliskiyi, yine siniflar
mantifina dayandiran bir iliskiler mantigi gelistirmistir. Oysa bagka tiirden iliski
mantiklart da kolayca gelistirilebilir. Yeni iliski mantifi, geleneksel mantigin
kavramlara dayali iliski mantig1 i¢in hi¢cbir anlam tagimayan islemler gelistirmistir. Bir
iliskiden obiiriine gecilebilir; iliskiler bir araya toplanabilir. Mesela, “baba ile kardes”
iligkisi, “babanin” ve “kardesin” sahip oldugu iliskileri birbirlerine zincirleme
baglamak yoluyla da kurulabilir ve ayni sey tiim akrabalik dereceleri igin
uygulanabilir. Bir iligkiyi, iliskinin kendisinden yola c¢ikarak ele almakla, ¢cok daha
fazla iliski potansiyeli kurgulanabilir. Ornegin “cocugun” sahip oldugu iliskiler,
“torunun”, “torunun torununun”, v.b. sahip oldugu iliskileri potansiyel olarak kapsar.

Bu olgiite gore sinif, bir bireye ya da bir gruba belli bir iliskiye dayali olarak uygun
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diisen sey diye tanimlanabilir. Ornegin “x’in soyundan gelenler”, “a’nin soyundan
gelenler” gibi

(iii) Baslangicta verilen mantiklardan daha yiiksek diizeydeki mantiklara ¢ikilir.

Ikinci diizen mantig1, sadece siniflar ve bireyler hakkindaki iliskileri gérmeye
degil, hatta siniflarin siniflarini, baginti simiflarini, siniflar hakkindaki iligkileri, v.b.
gormeye de olanak saglar. Mesela, her tamsayi, siniflar hakkindaki bir sinif olarak
goriilebilir; yani bir tamsayi, O0geleri halka halka bir baglasim icinde bulunabilen
diziler hakkindaki bir sinif (ya da ortak 6zellik) olarak konumlanabilir.

Leibniz’e (1972) gore 6zdeslik, aym 0Ozelliklere sahip bireyler hakkindaki bir
iliski olarak tamimlanabilir. Bu baglamda, Russell’in (1903) iinlii betimleme
(deskripsiyon) kuramina bakmak gerekmektedir. Bu kuram, bir bireyi 6zellikle, ama
sadece ona uygun diisen Ozellikle karakterize eden ifadelerle ilgilidir.
“Deskripsiyonlar’a bagvurmak kacinilmazdir. Ama her hangi bir “deskripsiyon”un bir
bireye varolussal olarak ait olmasi gerektigi kabul edilirse, ortaya paradoksal bir
durum c¢ikar. Iste formellestirilmis mantik, tam bu noktada kendini dilin
baglayiciligindan kurtarir ve mesela “Fransa krali keldir” 6nermesini, “Fransa krali”’na
hi¢ varolmamis bir birey olarak, dnermeye de bir birey hakkindaki bir sav diye bakar.
Formellestirilmis mantik, bu onermede karmasik bir say bulur: “Fransa’nin bir krali
vardir ve o bir tek kisidir ve o keldir”. Boyle bir say, daima dogru ya da yanlis olabilen
bir anlam tasir kugskusuz. Ona bir anlam verilmezse yapisal bir gerceklik elde edilmis
olurdu.

Aksiyomlardan ilkeler (6nermeler) tiiretmek, cok uzun siire Oklit geometrisinin
apagikliginin sezgisel olarak kesin bicimde kabullenilmesi yoluyla olmustur. Ik kez,
Oklitci olmayan geometrilerin kesfiyle, bu yoldan elde edilen dediiksiyonlarin
hayranlik verici giicii kuskulu hale gelmistir, Ciinkii, bu giiciin gerceklikten degil,
kuramin kendisinden anlasilmstir.

Klasik mantigin postulatlar1 uzlagimlara dayanmasina ragmen, bu mantik uzun
stire, ‘biricik ve “sarsilmaz diisiinme yasalar1” olarak goriilmiistiir. Bu goriiniim, klasik
olmayan mantiklarin bulunmasi, yani klasik mantigin yasalarindan bagka tiirlii
“yasa”lara dayali celiskisiz mantiklarin yirmi ve otuzlu yillar1 arasinda ortaya

atilmasiyla degismis ve bu degisme yeni ufuklara yol agcmistir.



Klasik olmayan mantiklar1 topluca ii¢ grupta siralamak olanaklhidir:

(i) Tlk sirada yer alan model mantiklar en az yenilik¢i olanlaridir. Ciinkii burada
klasik mantiin teoremleri yerli yerinde birakilir. Bu mantiklarda, klasik mantigin daha
da zenginlestirilmesi ve gelistirilmesi, yine klasik mantik tabaninda kalinarak denenir.
Bu nedenle de model mantigin yeri heniiz klasik mantigin i¢cindedir.

(ii) Klasik mantikta bir ifade sadece iki “dogruluk degeri” ne sahiptir; yani bir
ifade ya dogru ya yanlhistir. Oysa “cok degerli mantiklar’ da, bir ifadenin ikiden fazla
dogruluk degeri olabilecegi kabul edilir. Oyle ki, 6rnegin ii¢, dort, hatta sonsuz
dogruluk degerleri olabilir. Bu tiir mantiklar, ¢cogunlukla klasik mantigin ¢eliski ve
tictincii halin olmazhig ilkelerini dista birakirlar.

(>iii) “Sezgisel tip” mantiklar matematiksel sezgicilik yandaslarinca gelistirilmis
mantiklardir. Bunlar 6nce Brower (1923) tarafindan formiile edilmisler, daha sonra
Heyting (1956) tarafindan formellestirilmislerdir. Sezgisel tip mantik, daha en basta
klasik mantigin temel ilkelerinden olan iigiincii halin olmazligi ilkesini bir yana
atmakla, aslinda celiskiye dayanan bir mantik tiiridiir. Klasik mantikta iiclincii halin
olmazlig ilkesi, aslinda aksiyomlardan ¢ikarilir. Oysa sezgisel tip mantikta, bu ilkenin
baska tiirden aksiyomlardan ¢ikarilamayacag: gosterilmistir.

Uciincii halin olmazlig1 ilkesinin aksiyomlar listesinden silinmesi halinde
ortada celiski diye bir seyin olmayacagi goriiliir. Gergi, {iciincii halin olmazligi ilkesini,
listeden “silmek”, onun yanlis oldugunu sdylemek anlamina da gelmiyor. Hatta,
Brower (1923) mantiginda, iigiincii halin olmazhigi ilkesinin yanlis oldugunu
sOylemenin yanlis olacag: gosterilir.

Uciincii halin olmazlig1 ilkesini silmek, “dogru ile yanls arasinda” bir ara-
deger oldugunu soylemek de degildir. Bu mantikta aslinda higbir sey savlanmaz, hi¢bir
sey degillenmez. Sadece, iigiincii halin olmazligi ilkesinin dediiksiyon icin
kullanilamayacagini belirmekle yetinilir.

Brower (1923)-Heyting (1956) mantig1 , klasik mantigin sonuglarindan ¢ogunu
dogrular. Bu mantik bize sunlar gostermistir: Mesela cifte degilleme, evetlemeden
daha zayiftir ve iiclii degilleme tek (basit) degilleme ile esdegerdir.

Bu mantikta bir baska klasik aksiyomdan kurtulmak denenmistir.Minimal

mantig1 sadece iiclincii halin olmazligi ilkesini “silmek”™ ile yetinmez, “yanlistan onciil



cikar” (ex falso sequitum quog libet) aksiyomunu da atar. Ama bu yapilirken yine
Brower (1923)-Heyting (1956) mantiginin teoremlerine dayanilir. Bu ¢alismalar bize
sunu gostermistir ki, degilleme islemleri ¢ok yiiksek derecede cesitli yorumlara bagh

islemlerdir.

2.1.2.4. Klasik olmayan mantiklarin durumu

Klasik olmayan mantiklarin teknik saglamligi kuskusuz ki tamdir.Bunlar
saglam bir kurguya sahiptirler ve celiskiyi dista birakirlar. Onlarin kesfi, klasik
mantifin hi¢ de yetkin olmadiginit ve mutlak bir gecerliligi bulunmadigini iyice

gostermistir.

Artik mantik, ayn1 mantiksal isaretlerin belirli mantiksal yasalara uydugu bir
biitiin degildir. Formellestirilmis iki degisik sistem, simgeleri degisik bi¢imde
yorumlarlar. Bu yiizden, ¢cok degerli mantiklari, klasik mantigin “dogru” ve “yanlis”
degerlerine bakarak, dogru ile yanlis arasinda bir ara deger konumlayan mantiklar
olarak gormemek gerekir. Bu mantiklarin icerdigi degerlerden en az biri “dogru” ya da

“yanlis” dan baska bir deger olmalidir.

Ama c¢esitli klasik olmayan mantiklarin degerlerini ve islemlerini nasil
kavrayabiliriz? Bagska bir deyisle, bu mantiklar1 tanimamiza yarayacak bir model var
midir? Buna hem evet, hem de hayir denebilir. Bu mantiklarin gerceklige

uygulanmasini saglayan modeller gelistirilmistir.

Mesela kuantum mekanigini cok degerli mantiklar yoluyla yorumlamak
denenmistir ve goriilmiistiir ki, kuantum mekaniginin ¢cok degerli mantik ve modelite
mantig1 terimleriyle betimlenmesi, ortaya birbirine karsit iki ayr1 yorum cikarmistir

(Heisenberg, 1927).

Cok degerli mantiklara baghi yorumlar arasinda en doyurucu olanlar Brower
(1923)-Heyting (1956) mantig1 ile yapilanlar olmustur. Aslinda bu mantik, nesnel
durumu klasik mantiktan ¢ok farkli bicimde de betimlemez. Ama bu mantik, daha

yiiksek kesinlik derecesi pesindeki tutkulu insani tutuma daha uygun diisebilir.



Burada bir “p” say1r “p dogrudur” tarzinda yorumlanmak zorunda degildir.
Yorum daha ¢ok “p kanitlanabilir” tarzindadir. Bu nedenle, 6zellikle giliniimiiziin
matematikcileri, bizzat kendi matematiksel kuramlarmmi betimlemekte sezgici tip

mantiga bagvurmaktadirlar.

2.1.2.5. Derleyici (kombinatorik) mantik

En genel formu, yani tiim formellestirilmis sistemlerde ortak olan formu bulma
denemesine, simgeler kombinasyonu, ideler kurgusu olarak derleyici (kombinatorik)

mantik diye ifade edilir.

Burada ikili bir hesap s6z konusudur. Bir yanda degiskenlere bagli bir hesap
(lamda—konversiyonu), obiir yanda degiskenleri icermeyen kombinatorler hesab1 bir
araya getirilir. Yiiklem tiirlerine gore, bu hesaplardan biri ya da obiirii dilin aym
kategorisine ait deyimleri ele alirlar. Bir hesap ya da hesap makinesi ile yapilan her

dediiksiyonun lamda —konversiyonu ile kanitlanabilecegi gosterilebilir (Giinal, 1997).

2.1.3. Formellestirilmis mantigin kullaninm

Geleneksel mantik, okul orneklerinde ve ifadesel bigimlerde ¢ok yaygin olarak
kullanilir. Ama geleneksel mantigin, bir bilimin igerigini tam olarak ifade etmek ve
bilimsel cikarim siirecinin cesitliligini dogrulamak isinde acikta dista kaldig
goriilmiistiir.

Formellestirilmis mantigin gosterdigi gelisme, onun bilimlerde kullanilmasina
yol agmistir. Bu matematikte gerceklesmistir. Formellestirilmis mantigin matematikte
kullanimu ii¢ form gosterir:

(i) Matematik tanimsal yolla mantiga indirgenir.

(ii) Bir bilimsel disiplin, mantigin bir kullanimi1 ya da uzantis1 olarak ele alinir.

Burada iki durumu birbirinden ayirmak gerekir: Biri; kullanim, mantifa yabanci



islemleri ve isaretleri icermez iken digeri; kullanim, “mantiksal olmayan” islemsel
isaretleri icerirdir.
(iii) Ya da tersine, mantik, formellestirilmis matematigin bir alt boliimii olarak

goriliir.

2.1.3.1. Matematigi mantiga indirgeme denemesi

Leibniz (1972), kendi mantiksal hesab1 ile tiim bilimleri dediiksiyon ile
dogrulayabilecegini diislemisti. Buna karsi biz sunu yinelemek zorundayiz; doga
bilimlerinin formellestirilmesi bugiine kadar gerceklestirilememistir. Ger¢i klasik
mantifin ustalarinin, ¢abalarin1 matematigin formellestirilmesine yoOnelttiklerini
goriiriiz. Whitehead ve Russell’in (1910) biiyiik yapitlarinin adi da zaten bunu
(Principia Mathematica) gosterir. Ug ciltlik yapitin ilk iki cildi tamsayilar goreli sayilar
ve diizen sayilar1 kuraminin tipsel bir formellestirmesidir ve bu ¢abaya daha Frege’nin

(1893) “Aritmetigin Temelleri” adli 6nemli yapitinda da rastlariz.

(i) Bu yapitlarda sadece matematik kavramlari formiile edilmez tersine

matematiksel kavramlar mantiksal kavramlara geri gotiirtiliir

Aym sey sonsuzluk (infinite) ve sonluluk (finite) konusunda da yapilir.
Matematiksel kavramlarin indirgenmek istendigi mantiksal kavramlar ¢ok
karmagiktirlar. Biz bir sayma sayisini (kardinal say1) smiflarin sinifit olarak kabul
etmigizdir. Bir goreli say1 ise bir igaretler sinifidir. Ama bunlar1 yapabilmek icin 6nce

0zel aksiyomlara bagvurma geregi vardir.

(ii) Iste burada temel giicliiklere ¢arpilir. “Principia Mathematica”dan once,
Frege (1893) bazi1 postulatlardaki celiskilere isaret etmisti. Bu celiskilerin ilk tiirii
olarak yalanci paradoksu yeniden giindeme getirilmisti: “Ben yalan sdylilyorum” ya da
“simdi yazdigim tiimce yanlistir” savlar saglam ve somut bir yapiya sahip goriiniirler

ama, buna ragmen iclerinde bir celiski tasirlar.



Ikinci tarz paradokslar1 Russell’a (1903) borcluyuz. Biz “k” y1 kendinden baska
eleman1 olmayan bir simifin 6zelligi sayarsak, “herhangi x icin: x bir k’dir” onermesi,
tanim1 geregi “x bir x degildir” 6nermesi ile esanlamli olur. Biz, 6zel bir durum olarak
x k oldugunu diisiiniirsek, “k bir k’dir” ‘e “k bir k degildir” onermelerinin ikisi de
gecerli olur ki, burada acik bir celiski vardir.

Buna dayanilarak bu celigkilere paradokslar denmesi adet olmustur. Gergekte,
burada antinomiler so6z konusudur. Antinomiler, ait olduklar1 sistemleri celiskili
kilarlar. Okuyucu, bu tiirden antinomilere bakarak bunlar1 sofizmal (safsata) sayabilir
ve insanin saglikli sezgisel anlayisinin bunlar1 yadsiyacagini soyleyebilir. Ne var ki,
saglikli sezgisel anlayisinin teknik giicliiklerin istesinden gelemedigi anlagilmistir.
Obiir yandan, okuyucu bu paradokslarin pratik hayat icin dnem tasimadiklarimi da
sOyleyebilir. Ama formellestirilmis mantik kuramcisi i¢in bu paradokslar, kendi
formellestirme cabalar1 icin ciddi tehlikelerdir. Bu paradokslar bize, diisiinsel
islemlerimizde kullandigimiz kavram ve kavram guruplarinin kurulmasinda belli

sinirlara gelip dayandigimizi gostermistir ki, bunlara dikkat etmeden yapamayiz.

(iii) Russell’in (1903) “tipler” kurami paradokslarin yarattigir giicliiklerin
giderilmesi icin yeterli bir ¢oziim sunmaktadir. Basitce ele alindiginda bu tipler, birinci

tiirden paradokslari (yalanci paradoksu, v.b.) semantik yoldan agmaktadirlar.

Ikinci tiirden paradokslar1 asmak icin, cesitli mantiksal tipler ya da kategoriler
ortaya konmustur. Ornegin, bireyler (tekler) simiflar ve siniflarin siniflar1 gibi. Her
O0zne ya da yiiklem, belirli bir mantiksal tipe aittir ve yiiklem de daima aracisiz olarak
O0zneye gore diizenlenmis bir tiptir. (Yalniz, burada iligskiler manti§ina ait bir durumdan
s0z edilmedigini belirtelim). Bu nedenle, “x bir k’dir” 6rneginde, x bir smif ise, k

siniflarin sinifi olur.

Buna gore artik “k bir k’dir” tiiriinden ifadelere basvurulmaz. Oyleyse celiski,
tipler kuramiyla asilmis olmaktadir. Tiplerin benimsenmesi akla uygun goriinmektedir.
Ama bu tipler, kalkiilii iyice karmasik hale de sokmaktadir. Bu yiizden bu tipleri ¢esidi

yollardan basitlestirme denemelerine bagvurulmustur.



2.1.3.2. Mantigin mantiksal olmayan yiiklem ve sembollerle genisletilmesi

Her sistem, baska bir sistemin, yani, artik tanimlanamaz tiirden olan nihai
(sonul) simge ve aksiyomlar1 iceren bagka bir sistemin uzantisidir. Matematigin
“Principia” daki formellestirilme bi¢imi, aslinda bizzat kendisi nihai (sonul
aksiyomlara dayali olarak klasik mantigin genisletilmesinden baska bir sey degildir.

Bunun gibi, geometrinin ve doga bilimlerinin ayr1 ayri, kendi baglamlar icinde
formellestirilmesi denemesi, yine aym sekilde klasik mantigin genisletilmesine
dayanir. Mantiksal simgelerin formellestirilmesi, aslinda doga gercekligine isaret
etmeye hizmet eder. Ama bu simgeler, mantiksal kategorileri belirli tiplerden kalkarak
diizenlerler ki, bodylece yine mantik yasalarina dayanilarak bir refleksiyona
basvurulmus olur. Ornegin doga bilimlerinde bu tipler, fiziksel verilen ifadeye yarayan

nihai (sonul) aksiyomlardir.

2.1.3.3. Formellestirmeye dayali genisleme

Genisletme c¢abasi, mantiksal kategorileri altina alamayan simgelerle
yapildiginda ozellikle ilgi ¢ekicidir. Hilbert (1918), aritmetigi formellestirirken, “a” ile
“a sayisinin ardili” iizerinde durur. “a” y1 gosteren simge, ne bir birey (tek), ne bir
sinif, ne de bir iligkiyi gosterir, v.b.

Ama dikkat edelim: Formellestirilmis bir sistem, hi¢ de her zaman zorunlu
olarak bir mantiksal uzanimda olmayabilir. Ama bu yiizden, 6rnegin formellestirilmis
bir matematiksel sistemin postulatlarini, zorunlu olarak, bir boliimiinii mantiksal
postulatlar, Obiir bolimiinii de sisteme 6zgii postulatlar olarak iki diziye bolmek
gerekmez. Ik dizi yetkin olmayabilirse de her iki diziyi birbirlerinden ayirmaya hic de
gereksinme duymayabiliriz.

Boylece mantik¢ilar adim adim suna vardilar: Onlar, artik salt mantik olarak
gosterilebilecek a priori bir sistemle fazla ilgilenmiyorlar. Tersine, onlar1 ilgilendiren,
artik, tiim formellestirilmis sistemlerde salt bir mantigin olmadigim gérmek, baska bir

deyisle bu sistemlerin salt bir mantiga indirgenemeyecegini saptamaktir. Boylece, bize



mantiksal ya da matematiksel olarak goriinen tiim formellestirilmis sistemler iizerine

bir meta-kuramsal inanglar sorunu ortaya ¢cikmis oldu.

2.1.3.4. Soyut cebir karsisinda formellestirilmis mantik

Artik, cagdas mantik, tiim ¢ikarim yontemlerini tek “mantik”a indirgemekten
cok, formellestirilmis sistemleri birbirleriyle karsilastirma isiyle ilgilenmektedir.
Sistemler, biri Obiiriiniin  uzantisi, genislemesi olarak goriilmeksizin  de
karsilagtirilabilirler. Bu da, birini 6biiriine dayanarak yorumlamakla, birindeki gecerli
bir ifadeyi, Obiirtiniin gegerli bir ifadesiyle uzlasima getirmekle olur.

Bu bakimdan, o6zellikle mantiksal ve matematiksel sistemler arasinda yapilan
karsilastirma ilgi cekicidir. Oyle ki, bu karsilastirma sonunda matematik yeni bir
yonelim kazanmistir.

Mesela “soyut cebir” iizerine yeni bir form gelistirilmistir ve artik burada
yapilan yorumlar, az ya da ¢ok bulanik “nicel” veriler ile sinirli degildir Soyut cebir
sistemleri, “nicelik” lerle degil, birlikler, gruplar, halkalar kiimeler, v.b. ile ilgilidirler.
Bu sistemler belli aksiyomlardan yola ¢ikilarak formellestirilebilir ve ne var ki, bu
aksiyomlar hi¢ da mantiksal aksiyomlar degillerdir. Oyle ki, bu sistemler elementer
cebir islemlerini de icerirler Sonu¢ olarak, formellestirilmis sistemlerin iki biiyiik
grubu oldugunu goriiyoruz: Mantik sistemleri ve soyut cebir sistemleri ve son kusak
mantik¢ilar i¢in en korkutucu olan sey sudur: Bu sistemlerden biri Obiiriinden daha
elementer ya da fondamental degildir.

Buna karsilik, bu sistemler arasinda giderek bir uzlagim saglanabilir. Birinin
elemanlar1 ile Obiiriiniin elemanlar1 arasinda esbicimsel (isomorf) bir uygunluk
olusturulabilir Bu da iki sekilde olabilir:

1. Soyut cebir sistemleri mantiksal sistemlerin esbi¢cimseli olarak goriilebilirler,

2. Uzlagimsal sayilarin ve rekursif islevlerin kullanilmasiyla, bu teknik
konusunda biiyiik basariya ulasilmistir, ayrica mantiksal ifadeler ve mantiksal

kanitlamalar aritmetigin ifadeleri ve isaretleri ile formiile edilebilir.



2.2. Fuzzy Mantik Siireci ve Temel Kavramlar:

2.2.1. Fuzzy mantik siireci

Fuzzy (bulanik) mantik veya fuzzy logic kavrami ilk kez 1965 yilinda
California Berkeley Universitesinden Zadeh’in (1965) bu konu iizerinde ilk
makalelerini yaymlamasiyla duyuldu. O tarihten sonra Onemi gittikce artarak
giinimiize kadar gelen fuzzy mantik, belirsizliklerin anlatimi ve belirsizliklerle
caligilabilmesi i¢in kurulmus kati bir matematik diizen olarak ifade edilmistir. Bu
konuda bulaniklasma anlaminda flu kavramini Gentilhomme (1968) ifade etmistir.
olma yani flu kavramim Bilindigi gibi istatistikte ve olasilik kuraminda, belirsizliklerle
degil kesinliklerle calisilir. Ama insanin yasadigr ortam daha c¢ok belirsizliklerle
doludur. Bu yiizden insanoglunun sonug¢ cikarabilme yetenegini anlayabilmek icin
belirsizliklerle miicadele etmek gereklidir. Fuzzy mantikta, sonu¢ ¢ikarma veya karar
verme sifir veya birlerle ifade edilen kesin yanlis ve dogru 6nermeler veya var-yok gibi
kesin gerceklerle yapilir. Fakat bu sekildeki ikili mantik gercek diinyanin belirsizligi
gibi ifade etmede yetersizdir. Mesela "1+"1"=2" kesin bir gercektir ve dogruluk degeri
birdir. Fakat "otlar yesildir" ifadesi tam dogru olmamakla birlikte yanlis da degildir ve
biz bunu klasik mantikta tam olarak ifade edemeyiz. Insan beyni ise "acik yesil", "serin
hava" veya "yliksek hiz" gibi matematiksel olarak kesin olmayan belirsiz ya da deger
yargilar iceren "bulanik dilsel niteleyicileri" kullanarak sagduyulu kararlar verebilir ve
sonug c¢ikartabilir. Fuzzy mantik, temel olarak yaklasiklik ve kesin olmama gibi insan
diisiincesinde ve dogada var olan belirsizligi kullanmaktadir ve kesin dogru veya kesin
yanlis yerine dogruluk derecesi dogru yada yanlishk belirten tamimlar kullanir.
Boylelikle fuzzy mantikta, giinliik konusmalarda kullanilan belirsiz ifadeler
tanimlanabilmekte ve bu dilsel niteleyiciler kullanilarak insan benzeri sonu¢ ¢ikarma
islemleri gerceklenebilmektedir. Bu sayede fuzzy mantik, bilgisayarlara dolayisiyla
kontrol sistemlerine insan diisiinme ve karar verebilme yeteneginin kazandirilmasinda
basaril1 bir yol saglamaktadir.

Bulanik mantik kavrami yeni degildir. Yirmili yillarda Polonyali mantik¢i
Lukasiewicz (1930), 6nermelerin sadece bir veya sifir dogruluk degeri alabildigi klasik

mantiktan farkli olarak onermelerin bir ve sifir arasinda da kesirli dogruluk degeri



alabildigi "c¢ok degerli" mantik ilkelerini olusturdu. Otuz yedide ise kuantum
felsefecisi Black (1937) yayimlanan bir makalesinde liste ya da nesnelerden olusan
kiimelere "cok degerli mantig1" uygulayarak ilk fuzzy kiime graflarini (egrilerini)
cizdi. Daha sonra 1965'de Zadeh bu alana adini veren " Fuzzy Kiimeler" adl1 ¢1g1r agici
yazisim1 [Zadeh,1965] yayinladi. Zadeh bu makalede, bir kiimenin tiim elemanlarina
Lukasiewicz'in (1930) mantigin1 uygulayarak fuzzy kiimeler icin eksiksiz bir cebir
gelistirdi. Buna ragmen, bir buhar makinesi icin fuzzy mantikla ¢alisan bir kontrol
sistemi gerceklestirdigi yetmisli yillarin ortalarina dek fuzzy kiimeler kullanim alani
bulamadi ve bu tarihten itibaren " fuzzy mantik" terimi fuzzy kiimeler yardimiyla akil
yiirliten herhangi bir matematik ya da bilgisayar sistemini ifade etmektedir.

Fuzzy mantigin uygulama alanlar1 kontrol sistemleriyle siirli degildir.
Gelistirilen son teoremler fuzzy mantigin ilke olarak, ister miihendislik, ister biyoloji
ve hatta isterse ekonomi olsun, her tiirlii alanda siirekli sistemleri modellemek icin
kullanilabilecegini gostermektedir. Cogu alanda fuzzy mantik temelli sagduyulu
modellerin standart matematiksel modellerden daha yararli ya da daha kesin sonuclar
verdigi goriilmektedir.

Fuzzy kuraminin merkez kavrami fuzzy kiimeleridir. Kiime kavrami kulaga
biraz matematiksel gelebilir ama anlasilmasi kolaydir. Mesela “orta yas” kavramim
inceleyecek olursak, bu kavramin smirlariin kisiden kisiye degisiklik gosterdigini
goriiriiz. Kesin sinirlar s6z konusu olmadigi i¢in kavrami matematiksel olarak da
kolayca formiile edemeyiz. Ama genel olarak 35 ile 55 yaslar1 orta yaslilik sinirlari
olarak diisiiniilebilir. Bu kavrami grafik olarak ifade etmek istedigimizde karsimiza bir
egri ¢cikacaktir. Bu egriye “aitlik egrisi” adi verilir ve kavram icinde hangi degerin
hangi agirlikta oldugunu gosterir.

Bir fuzzy kiimesi kendi aitlik (iiyelik degeri) fonksiyonu ile acik olarak temsil
edilebilir.Aitlik fonksiyonu O ile 1 arasindaki her degeri alabilir. Boyle bir aitlik
fonksiyonu ile “kesinlikle ait” veya “kesinlikle ait degil” arasinda istenilen incelikte
ayarlama yapmak miimkiindiir.

Fuzzy mantik ile matematik arasindaki temel fark bilinen anlamda matematigin
sadece asir1 u¢ degerlerine izin vermesidir. Klasik matematiksel yontemlerle karmasik
sistemleri modellemek ve kontrol etmek iste bu ylizden zordur, c¢iinkii veriler tam

olmalidir. Fuzzy mantik kisiyi bu zorunluluktan kurtarir ve daha niteliksel bir



tanimlama olanag saglar. Bir kisi i¢in 38,5 yasinda demektense sadece orta yash
demek bir ¢cok uygulama icin yeterli bir veridir. Boylece azimsanamayacak ol¢iide bir
bilgi indirgenmesi s6z konusu olacak ve matematiksel bir tanimlama yerine daha kolay
anlagilabilen niteliksel bir tamimlama yapilabilecektir. Fuzzy mantikta fuzzy kiimeleri
kadar 6nemli bir diger kavramda linguistik degisken kavramidir. Linguistik degisken
“sicak” veya “soguk” gibi kelimeler ve ifadelerle tanimlanabilen degiskenlerdir. Bir
linguistik degiskenin degerleri fuzzy kiimeleri ile ifade edilir. Ornegin oda sicaklig
linguistik degisken i¢in “sicak”, “soguk™ ve “cok sicak™ ifadelerini alabilir. Bu ii¢
ifadenin her biri ayr1 ayr fuzzy kiimeleri ile modellenir.

Fuzzy mantigin uygulama alanlar1 ¢cok genistir. Sagladigi en biiyiik fayda ise
“insana Ozgll tecriibe ile 6grenme” olaynin kolayca modellenebilmesi ve belirsiz
kavramlarin bile matematiksel olarak ifade edilebilmesine olanak tanimasidir. Bu
nedenle lineer olmayan sistemlere yaklasim yapabilmek icin 6zellikle uygundur.

Fuzzy mantik konusunda yapilan arastirmalar Japonya’da oldukg¢a fazladir.
Ozellikle fuzzy process controller olarak isimlendirilen ©zel amagh fuzzy mantik
mikroiglemci ¢ipi’nin iiretilmesine ¢alisilmaktadir. Bu teknoloji fotograf makineleri,
camasir makineleri, klimalar ve otomatik iletisim hatlar1 gibi uygulamalarda
kullanilmaktadir. Bundan baska uzay arastirmalar1t ve havacilik endiistrisinde de
kullanilmaktadir. Yine bir baska uygulama olarak otomatik civatalamalarin
degerlendirilmesinde fuzzy mantik kullanilmaktadir. Bulanik mantik yardimiyla
civatalama kalitesi belirlenmekte, civatalama teknigi alaninda bilgili olmayan kisiler
acisindan konu seffaf hale getirilmektedir. Burada bir uzmanin degerlendirme
sinirlarina erigsilmekte ve hatta gecilmektedir.

Fuzzy mantik, karisik endiistriyel proseslerin ve metro sistemlerinin kontrolii
ile uzman sistemlerin tasariminda kazangh bir ara¢ olarak ortaya ¢ikmistir. Fuzzy
mantik ilk olarak Amerika'da kesfedilmis olmasina ragmen teknolojinin hizli ilerleyisi
Japonya'dan baglayip tekrar Amerika'ya ve Avrupa'ya ulasmistir. Fuzzy mantik hala
Japonya'da hizli bir ilerleme seyri siirdiirmektedir. Basit bulanik kontrol kurallarinin
kullanildigr uygulamalarda 'fuzzy' kelimesi pazarlamada anahtar kelime durumuna
gelmis durumdadir. Japonya'da bulanik mantik arastirmalar1 dev bir biitceyle

desteklenmektedir. Avrupa'da ve Amerika'da ¢alismalar bu muhtesem Japon basarisini



yakalama yoniinde siirdiiriilmektedir.Ornegin NASA uzay iissii su an fuzzy mantig
karmasik inis kalkis manevralarina uygulamaya ¢alismakla mesgul durumdadir.

Klasik mantik ile fuzzy mantik arasindaki farki en acik sekilde iki mantik
sisteminin temelini olusturan, kullandiklar1 kiime teorilerini incelemekte gorebiliriz.

Klasik ikili mantigin dayandigi standart kiime teorisinde, herhangi bir nesne bir
kiimeye ya aittir ya da degildir. Bunun ortas1 yoktur. Yani bir nesnenin bir kiimeye
aitlik derecesini gosteren "iiyelik derecesi”" ya "birdir" ya da "sifirdir". Mesela; bes
sayist kesinlikle tek sayilar kiimesine aittir ve asla bu kiimenin tiimleyeni olan ¢ift
sayilar kiimesine ait degildir. Ayrica bu birbirinin tiimleyeni olan iki kiimeden hig
birine ait olmamasi da soz konusu degildir. Bu ilke hem klasik mantigin yapisim
korumakta hem de bir nesnenin ayn1 anda hem bir sey olup hem de o sey olmamasi
celiskisini ortadan kaldirmaktadir.

Fuzzy mantigin kullanildigr "multivalent-multi-valued" yada baska bir deyisle
"cok degerli" kiimelerde ise, nesneler fuzzy bir kiimeye ve bu kiimenin tiimleyeni olan
kiimeye ayn1 anda sonsuz farkli derecelerde ait olabilir. Buradaki tek sinirlama bu iki
tiyelik derecesinin toplaminin bir olmas1 gerektigidir. Mesela eger hava, %20 serin ise
%80 serin-degil olmalidir. Fuzzy mantik bu yolla, klasik mantig1 gecgersizlestiren
"havanin %100 serin iken %100 serin-degil" ifadesinde oldugu gibi, c¢ift celiskiden
kacinir. Bunun yerine nesneler birbirlerinin tamamlayicist olan iki fuzzy kiimeye, hava
9%?20 serin iken %80 serin-degil olmas1 gibi ayn1 anda kismen aittir. Ve bu da dilsel
(linguistik) niteleyicilerde oldugu gibi kismi celiskilere sebep olur. Fuzzy kiimeler
nesnelerin %100 iiye olup-olmadigi 6zel durumlar icin klasik kiimenin 6zelliklerini
tasir ve klasik kiime teorisi islemleri uygulanabilir. Onemli bir nokta da bulanik
kiimedeki iiyelik derecelerinin olasilik yiizdeleriyle ayni sey olmadigidir. Olasiligi
gosteren sayilar bir seyin olup olmayacaginin oOlgiitiidiir. Fuzzy sayilarin iyelik
dereceleri ise bir olayin ne dereceye kadar oldugunu, bir kosulun ne dereceye kadar
gerceklestigini gosterir; sabah hava %30 olasilikla serin olacak Onermesi sabah
havanin serin olma ihtimalini gosterir; sabah hava %30 serindi veya hava %30 serin
gibi ifadeler ise gecmiste veya o andaki havanin serinlik derecesini gostermektedir. Bu
konudaki ikinci bir 6rnek de su sekilde olabilir: X biitiin sivilardan olusan bir kiime
olsun. X'in bir alt kiimesi olan Y kiimesi ise i¢ilmesi zararsiz olan sivilarin kiimesi

olsun. Farz edelim ki elimizde A ve B olmak {iizere etiketi kapatilmis dolu iki sise var.



Bize verilen bilgi ise A sisesindeki sivinin Y kiimesine iiyelik derecesinin %91 ve B
sisesindeki sivimin Y kiimesine iiye olma olasiliginin %91 oldugudur. Eger bu iki
siseden birini icmek zorunda kalirsak A sisesinin tehlikesi B'ye gore daha azdir. Ciinkii
B sisesi onda bir olasilikla zararli bir siviyla doludur ve B sisesini icersek ani bir
olimle karsilasabiliriz. Fakat A sisesine ait %91'lik iiyelik derecesi bize sisedeki
stvinin zararsiz sivilara ornegin saf suya %91 oraninda benzedigini ve asla hidroklorik
asit (HCI) gibi zararli bir sivi olmadigini ifade eder. Bu yiizden bu sivinin bize
verebilecegi zarar sinirlidir ve Oliim tehlikesi yoktur. Hatta bulanik bir su olarak
diistiniilebilir. Simdi etiketleri acip olasilik ve iiyelik derecesinin durumunu tekrar
inceleyelim. Etiketler agildiginda A sisesinde ¢camurlu su B sisesinde ise hidroklorik
asit (HCl) ciktigimi farz edelim. Buna gore A sisesindeki ¢camurlu suyun Y kiimesine
tiyelik degeri yine %91'dir; fakat B sisesinin Y kiimesine liye olma olasiligr sifirdir.
Sonug olarak iiyelik derecesi, bir nesnenin herhangi bir kiimeye ne derece iiye
oldugunu, ne derece benzedigini veya bir olayin bir sartin ne derece var oldugunu
gosterir ve aldig1 deger sabittir. Buna karsilik olasilik ise bir olay gerceklesmeden 6nce
olup-olmayacagi veya ne derece olabilecegi hakkinda bilgi verir ve zamana bagh
olarak duruma goére degisebilir. Uyelik derecesi daha cok bir olaym benzerlik
derecesini ifade ederken, olasilik olma sikligini gosterir.

Klasik kiimede iiyelik durumunu gosteren iiyelik fonksiyonu ikili mantikta bir
onermenin dogru olup olmadigimi ifade eder. Simdi klasik mantigin bazi durumlarda
icine diistiigi tammmlama eksikligine bir 6rnek olmasi agisindan bir 6rnek daha verelim:
Bu ornekte gen¢ insanlarin olusturdugu bir kiime tanimlamak istiyoruz. Bigimsel
olarak gostermek gerekirse; B = {genc insanlar kiimesi}. Yas kavrami genelde O'dan
basladig1 i¢in kiimemizin alt degerleri icin degerlendirme yapmamiz kolay olacaktir.
Ancak diger taraftan yiiksek degerler icin tanimlama yapmak bayag1 zor olacaktir. ilk
bir hamle olarak iist degerimizi 20 olarak kabul edelim. Bu tanimlama sonucu B
kiimemizi keskin kiime gosterimi olarak B = [0, 20] gibi gosterebiliriz. Simdi hemen
sorular olacaktir. Ni¢in bir insan yirminci yas giiniinde gencken ertesi giin genc olarak
kabul edilmiyor? Bunun yapisal bir problem oldugu agiktir zira kiimemizin {ist
degerini farkli bir degere de tasisak ayni soruyla tekrar karsilasacagimiz muhakkaktir.
B kiimesini inga etmenin daha tabi ve kolay yolu gen¢ ve gen¢ olmayan keskin

ayriminit biraz gevsetmek olacaktir. Bunu “evet”, o geng¢ insanlar kiimesinin bir



elemanidir veya “hayir”, o geng¢ insanlar kiimesinin bir elemani1 degildir gibi keskin
climleler yerine daha esnek olan "o kismen gen¢ insanlar kiimesine aittir." veya "o
gen¢ insanlar kiimesine {iye sayillamaz." gibi ciimleler kullanmak suretiyle
gerceklestiririz.

Fuzzy mantikla ilgili ilk makalesinde Zadeh iki bulanik kiimenin kesisimi icin
minimum operatoriinii  birlesimi i¢in de maksimum operatoriinii onermisti. Bu
yaklagimin {iiyelik degerlerinin O ya da 1 olmasi durumunda keskin kiimelerdeki

kesisim ve birlesim igslemleriyle birebir ortiistiigii kolayca goriilebilir.

2.2.2. Fuzzy mantik kavramlari
Tamm 2.2.2.1.

Belli bir 6zelligi saglayan nesnelerin topluluguna kiime denir. Evrensel kiime

biitiiniinii icine alir.
Tanmim 2.2.2.2.

X evrensel kiime ve A < X olsun. Her xe X i¢in

ﬂA(x>=zA(x>={

1 , xeA
0, xegA

ile taniml ;{A(x):X —{0,1} fonksiyonuna A nmn karakteristik (belirsizlik)

fonksiyonu denir.
Ornek 2.2.2.1.

X ={x,,x,,x;,x,,x} ve A=1{x,,x,,x,} olsun. O halde

IUA(xl):O ) :UA(xz)zl > :UA(X3):1 ) :UA(x4):0 > ﬂA('xS)zl
olur. O halde karakteristik fonksiyon degerli X in elemanlarindan olusan A kiimesi

A ={(x,.0).(x,.1). (x;.1). (x,.0). (x5 1)}



ile gosterilir.
Tamim 2.2.2.3.

V ve E ayrik iki kiime, g’de E ’nin her elemanim1 V ’'nin kesinlikle farkli
veya ayni iki elemanina esleyen bir baginti ise (V, E, g) Ucliisline bir graf denir ve

bu G=(V,E,g) biciminde gosterilir. Yani; herhangi e € E, eger v,,v;eV ile

3
eslesirse bu E—V veya
g E-V, ¢ ﬁg(ek):(vi’vj)

seklindeki baginti ile ifade edilir.

Tanim 2.2.2.4.

(i) Bir (V,E,g) grafinda; E ’nin her bir eleman: bir ayrit ve V ’nin her bir

elemant bir tepedir.

(ii) Bir tepe, bir ayritin son noktasi ise; bu tepe ile bu ayrit birbirleriyle

baglantilidir denir.

(iii) Bir grafin veya alt grafin ayritlar1 siralanabiliyorsa oyle ki; bu dizide her
ayrit tepelerinden birini kendisinden 6nceki ayritla digerini de kendisinden sonra gelen

ayritla birlestirebiliyorsa, bu alt grafa bir siral1 ayrit denir.

(iv) Bir sirali ayritta her ayritin tekrar1 bir ise bu sirali ayrit, bir ayrit kataridir

denir.

(v) Bir ayrit katarinin her bir i¢ tepesinin derecesi iki ve her bir u¢ tepesinin

derecesi bir ise bu ayrit katarina yol denir.

(vi) Bir aynt katarindaki her tepelerinin derecesi 2 ise bu ayrit katarina ¢cevredir

denir.



(vii) Bir grafin her iki tepesi arasinda bir yol var ise bu grafa birlestirilmis

graftir denir.

(viii) Grafin bir ayrit katari, grafin tim ayritlarin1 kapsiyorsa bu grafa Euler

grafidir denir.

Tanim 2.2.2.5.

(i) Bir graftaki her bir ayrita yon vererek elde edilen grafa, yonlii graf denir.
(ii) Bir grafin i¢indeki tepe ve ayritlarin bir kismina sahip olan baska bir grafa,

alt graf denir.
Tanim 2.2.2.6 (Graflarda Birlesim Islemi)

G, ve G, iki graf olsun. G, ve G, nin biitiin ayritlarini iceren G grafina G, ve
G, nin bilesim graf1 denir ve
G=G, v G, ile gosterilir.

Burada G=G, U G, , V=V, UV, ve X=X, U X,’ ye sahiptir.

Onerme 2.2.2.1.

O<a; <1 (i=1,2) olmak iizere G, grafi ile R, fuzzy bagntisi verilsin.

Buna gore

) oza, > G, G,
(i) R, R,

yazilir.

Teorem 2.2.2.1. (Ayrisim Teoremi)



olmak iizere, herhangi bir A fuzzy alt kiimesi,

A=max|a, A, .0, A, ., A, | 0<a, <1, i=12...n

A

seklinde ayngabilir. Burada «; A, , A, bagintisimn tiim elemanlar1 ¢; ile ¢arpilarak

elde edilir.

Ispat :

,u(x) = maxlai A, J: ma)(( )[a; ]::uA(x)
a; ! a;Sp,(x ~

naax [01(- Aa, ]
i

olarak yazilir.

Ornek 2.2.2.2.

N, 0,1 0,3 1
Vo | 92 { 0,1
N3 0,3 O,t {

Sekil 2.1. Graf tablosu



fuzzy graf1 verilmis olsun. Verilen bu grafi asagidaki sekilde ayristirabiliriz.

Yo Vi

__]
ol o |l
jo{ O
0| O {
—
A Vi
G, = 1 ‘



Sekil 2.2. Graf tablosu2

Tanim 2.2.2.7 (Fuzzy Kiime)

(i) X ={x} bos olmayan noktalarin kiimesi olmak iizere A, X ’in bir alt
kiimesi olsun. X ’den [ =[0,1] kapali araligina tanimhi olan u, fonksiyonu ile

belirtilen bir A kiimesine X i¢inde tanimli fuzzy kiimesi denir.
(ii) Ayrica; (i)’de tanimlanan #,’ya A fuzzy kiimesinin “liyelik fonksiyonu”
ve herhangi xe X i¢in ,uA(x) degerine de x noktasinin A fuzzy kiimesine liyelik

derecesi yada degeri denir.
(i) u#,:X - [O,l] fonksiyonu; yani A, X ’in herhangi bir alt kiimesi iken

A’nin

1 , xeA
i (1)= {0 el
seklinde taniml1 karakteristik fonksiyonu A ’nin iiyelik fonksiyonunun 6zel bir halidir.
(iv) Burada ¥ =F(X)=TF ye fuzzy sinifi denir. X ’in iiyelik fonksiyonu u X
ise her xe X i¢in (x)=1 olur. Burada u " (x) degeri ne kadar cok 1 e yaklasir ise

x elemani da o kadar A fuzzy kiimesine aittir anlamina gelir.

(v) Eger X =1{x,,x,,...,x, } sonlu kiimes ise X iizerinde fuzzy kiimesi

A:;UA(xl)_i_:uA(xz)_i_m_i_:uA(xn):Zn:ﬂA(x;)
xn i=1 xl

X X,

ile de ifade edilir. Eger X sonlu degilse

A= J.’UA—(x)dx

Y X

ile ifade edilir.

Her A fuzzy kiimesi X x[0,1] kartezyen ¢arpimuinin bir alt kiimesi oldugundan,

A fuzzy kiimesine X den [O,l] araligina tanimlanmais bir fonksiyon olarak bakilabilir.



Cogu kez bir A fuzzy kiimesi ile x, fonksiyonu 6zdeslestirilir. Diger bir deyisle A

fuzzy kiimesi yerine u, fuzzy kilmesi deyimi kullanihr. #,: X — [0,1] iken

{,U,, (x)=

t
,up(x)z 0 , aksi

» T (0<i<1), (xe x)

ile taniml1 iiyelik fonksiyonunun belirttigi p fuzzy kiimesine, X in p fuzzy noktasi
denir. x, ye p nin dayanadi ve 7 ye de p nin degeri denir.
Bir p fuzzy noktas: X icindeki bir fuzzy A kiimesine aittir (pe A) <

U, (xp)< M, (xp) ve x#x, ise U, (x)<,uA(x) olmasidir.
Tamim 2.2.2.8 (Fuzzy Alt Kiime)

Sayilabilir yada sayilabilir olmayan bir E kiimesi ile onun bir x elemani

verilsin. Bu durumda; #, (x), A’daki x’in iiyelik derecesi yada degeri iken her xe E
icin {(x

Tamm 2.2.2.9 (Fuzzy Graf)

My (x)j} stral ¢iftlerinin kiimesine E ’nin bir fuzzy A alt kiimesi denir.

E, ve E, gibi iki kiime ele alalim. x, E,’de ve y, E,’de tasarlanmis noktalar
olsun. E,XE, carpim kiimesi (x,y) ile tanimh sirali ciftlerinin kiimesi ve M ,
E,xXE,’nin herhangi bir iiyelik kiimesi olmak {izere her (x,y)e E,xE, icin

7 (x,y)e M olacak sekilde bir G fuzzy alt kiimesine bir fuzzy graf denir.

Tamim 2.2.2.10 ( X in Fuzzy Alt Kiimelerinin Kiimesinin Yapisi)

X in keyfi alt kiimelerinin kiimesi P(X) olsun. P(X) , U ve M icin bir
Boolean latisdir (Dubois ve Prade, 1980).
Kismi sirali (yansima ve gecismeli < bagintisina gore) bir L kiimesi latisdir

gerek ve yeter kosul



Vae L , Vbe L icin {HCE L . c=infla,b)
Adel , d= sup(a,b)

var ve tektir. L tiimleyeninin olmasidir gerek ve yeter kosul VOe X , Vlie X ,
Yae L , acL , inf(a,a)=0 , sup(a,a)=1 ve eger a=1 ise a #Q ve eger
a#Q0 ise a #1 olmasidir. Burada O ve I , L nin sirastyla en kii¢iik ve en biiyiik
elemamdir. Ayrica Va e L icin inf(a,0)=0 , sup(a,I)=1 yazilabilir.

O ve I 1i bir latis tam latisdir.

L dagilmahdir gerek ve yeter kosul “sup ve inf” karsilikli olarak dagilmali

olmasidir.
Tanim 2.2.2.11.

Bir tiimleyenli dagilmali latis, Boolean Latis olarak adlandirilir. Bir Boolean

latis’te @ nin @ timleyeni tektir. P(X) in yapisi, bir Boolean latisinin bildik bir

durumu olan {0,1} in Boolean latisinden ortaya ¢iktig1 seklinde goriilebilir.

P(x ) , X in fuzzy alt kiimelerinin kiimesi olsun. ﬁ(X ) in yapisi [0,1] reel
araligmin yapisindan ortaya cikarilabilir. Max ve min’u sup ve inf’da rol oynadigi

pseudo tiimlemeli dagilimli latis [O,l] dir. Pseudo timleme 1’e tumlemedir. O, bir

hakiki timleme degildir. P(X) , X den [0,1] e doniistimlerin kiimesi olarak bir

pseudo tiimlemeli dagilimli latistir. Daha ag¢igt U, M,  icin asagidaki Ozellikler
vardir:

(i) AUB=BUA , AnB=BnN A (Degisme Ozelligi)

i) Au(BuC)=(AuB)uC , AN(BNC)=(ANB)NC (Birlesme
Ozelligi)

(iii) AUA=A , An A=A (Idempotent)

(iv) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) , (Dagilma Ozelligi)

An(BuC)=(AnB)U(ANC)
(v) Ang=9¢ , AuX=X
(vi) Aug=A, An X = A (Birimli)

(vii) AU(ANB)=A, An(AUB)=A (Yutan eleman)



(viii) iAmBi=Zu§ , iAuB}zZml_? (De Morgan kanunlar)

(ix) A=A (Tiimleyeninin tiimleyeni)
x) (AUB)n(AUB)=(ANB)u(AnB) (Esitlik formiilii)

xi) (A B)u(AnB)=(AUB)N (AU B) (Simetrik fark formiilii)

Onceleri bilinen fuzzy kiime teorisinin tek kanunu, A NA# o, Au A=X

seklindeki dislanmis orta kanunu iken bu artik giiniimiizde dogru degildir.

Bir A fuzzy kiimesi ne siirli tanimli ne de A a sahip oldugundan A ve A

nin ¢akisik oldugu dogal goriilebilir. Bununla birlikte cakisiklik her zaman sinirhidir,

clinkii
VA, Vx , min(g, (x), & (x)) s% (3.1)
olur.
Ayni sebepten AU A , X itam olarak 6rtmez; bununla birlikte
VA, Vx , max(g, (x), 4 (x)> % (3.2)
olur.

Mesela; eger X renkli nesnelerin bir kiimesi ve A kirmizi nesnelerin bir alt

kiimesi ise u, (x) , x in kirmizilik derecesini 6l¢en degerdir. Bir pembe nesne — ye

yakinsak bir iiyelik degerine sahiptir ve boylece hemen hemen esit oranda A , A ya
aittir.

Esitlik ile birinci mertebe adi mantikla formiile edilen Zermelo-Fraenkel
benzeri bir aksiyom olusturma, ilk olarak Netto (1968) tarafindan arastirilmis ve tam
olarak Chapin (1974) tarafindan gelistirilmistir. Bu yaklasimda fuzzy kiimeler
baslangicta adi kiimelerin ilk belirgin teorisinin bir {ist yapis1 gibi goriilmeden insa
edildiler. Teoride kullanilan tek ilkel baginti, bir iiyelik bagintisi olarak goriilen iiclii
bagintidir. 14 aksiyomu vardir ve bunlarin bazis1 daha giiclii bir versiyona da sahiptir.
Bununla birlikte Goguen’de (1974) uygulandigi gibi bdyle bir teorideki zorluk

gostermektedir ki, yalnizca onun modeli fuzzy kiimelerinin asil evrenidir. Goguen bu



eksikligin iistesinden gelmek icin kategori teorisinin iskeletinde fuzzy kiimeler icin

dortlii aksiyom insa etmistir.

Tamm 2.2.2.12 (Zayif kiime kapsami)

Herhangi bir A fuzzy kiimesine ait olan bir xe X eleman: alindiginda
oe ]O,l] iken
A, :{xe X :,uA(x)Z 0(}
seklindeki A nin @ -kesim kiimesini diisiinelim. Bu durumda herhangi xe A elemani
icin x , A yaaittir & xe A, dir. Benzer sekilde A nin kuvvetli & -kesim kiimesi de
A, ={xe X :,uA(x)>Ot}
ile tanimlanir.
Bu bilgiler altinda eger X in tiim elemanlart A ye veya B ye & ait ise yani

A—B & xe(AUB),, Vxe X

olacak bicimde yada
Vxe X , max(l—,uA (x),,uB (x)) 2o

seklinde bir durum saglaniyorsa A , B de zayif icerimlidir denir ve A —B ile

gosterilir. Buna gore;
Herhangi A, B fuzzy kiimesinde & —kesimi icin bazi 6zellikler asagidadir:
i) (AUB),=A, UB,
ii) (AnB),=A,NB,
Operatorler arasindaki iligkiyi su sekilde gosterebiliriz:

A NBcA-BCcANB
AUBCc A¥Bc A WUB

VA,Be ﬁ(X) icin {
Tamm 2.2.2.13 (Simetrik fark)

X in elemanlarinin A ve B ye bagli olan AVB fuzzy kiimesi, “eger B ye ait

oldugundan daha fazla A ya ait veya tersine Vxe X icin



Haws () =, (x) = 12, (x)
olacak bi¢cimde saglaniyorsa” simetrik fark A ve B kiimeleri arasinda sz konusudur
denir.
A vya ait B ye ait olmayan yada tersine ve B ye ait A ya ait olmayan

elemanlarin AAB fuzzy kiimesi, Vxe X ,

Hsnp (x) = max[min(:uA (x)’l —Hp (x))’ min(l —Hy (x)’ Mg (x))]

olarak tanimlanuir.

Tamm 2.2.2.14 (Stmrh fark)

X in elemanlarinin A ve B ye bagh olan A|—|B fuzzy kiimesi B ye ait

oldugundan daha fazla A ya ait veya Vxe X icin
luAHB (x) = maX(O’ Hy (x)_ Hp (x))
olacak bi¢cimde saglaniyorsa sinirli fark A ve B kiimeleri arasinda s6z konusudur

denir (Zadeh, 1975b).
Klasik A — B ye genisletilebilir.

Tanim 2.2.2.15.

L herhangi bir kiime olsun. Bir A L —fuzzy kiimesi X evrensel kiimesinden
L ye bir u, fonksiyonu ile birlestirilir (Goguen, 1967). Boyle bir latis (grup) yapisi
P, (K) ile gosterilir ve X iizerinde L —fuzzy kiimesinde yap1 olusturur. ilk olarak L
bir latis olsun. O zaman L —fuzzy kiimelerinin kesisim ve birlesimi,
Vxe X, fynp(6) = ebas(p, (x). 1, (x))
Vxe X, fy(x) = ekiis(u, (x), sy (x))
olur. Dkkat edilir ise, L bir lineer sirali olmadikca, L —fuzzy kiimelerinin iiyelik
degerleri daima karsilastirilamaz. Ustiine iistliikk, daha zengin bir tanim yapabilmek
icin, dagilimh ve tiimleme gerekir. Bir Brouwerian latisi bir L latisidir dyle ki Vae L
, Vbe L icgin {xe L:inf(a, x)<b} biciminde en az bir iist sinira sahiptir ve aab ile

gosterilir. aab , b ye gore a nin kismi pseudo tiimlemesidir (Brower, 1923). Mesela,



bir en biiyiik eleman olarak [ e sahip olan bir lineer sirali kiime, bir Brouwerian

latisdir. Bir dual Brouwerian latisi, Yae L, Vbe L icin {xe L:sup(a,x)> b} bir en
biiyiik {ist sinira sahip ve a &b ile gosterilen, bir L latisidir. Mesela; [0,1] bir tam
Brouweriandir ve dual Brouwerian latisi:

1 , a<b b , a<b
aob = ; atb=
b , b<a

olur.

Dagilimli ve Brouwerian latisler arasindaki iliskiyi Birkhoff (1948), asagidaki
sekilde ortaya koymustur:
“ Bir tam latis, Brouwerian olmasi i¢in < inf nun tamamuyla sup lizerinde dagilimli

olmasidir”. Yani;

VIcL,6VaelL , inf(a,supbj =supbinf(a,b)

bel bel
olur. Ayrica, “hem Brouwerian hem de dual Brouwerian olan bir tam latisin, Boolena
olmasii¢in < Vae L , aa0 =ae 1 olmasidir” 6zelligini L = [0,1] de saglanamaz

(Brown, 1971).



3. FUZZY ve COK DEGERLI MANTIK TEORISi

3.1. Latisler ve Fuzzy Teorisi

Bir tiimleyenli dagilmali latis, Boolean Latis olarak adlandirilir. Bir Boolean

latis’te @ nin @ tiimleyeni tektir. P(X) in yapisi, bir Boolean latisinin bildik bir

durumu olan (0,1) in Boolean latisinden ortaya ¢iktig1 seklinde goriilebilir.

3.2. f’(X ) Uzerindeki Alternatif Operatorler

Diger operatorler, birlesim ve kesisim icin tanimlanabilir:

[lk olarak asagida olasilik benzeri operatorler vardir:

Kesisim:

() Vxe X, u,,(x)= gz, (x)u,(x) (carpma) (3.3)

Birlesim:

(i) Vxe X , s, 5(x)= g, (x) + 2 () = g2, ()25 (x)

(olasiliksal toplam) 3.4

Bu operatorler ve bilinen pseudo tiimleme altinda ﬁ(X ) sadece pseudo
timlemeli dagilmali olmayan yapidir. Dahasi 6zellikle + ve e , sadece degismelilik,
birlesme, birimli olma, De Morgan kanunlar1 ve Ag=¢ , A+ X = X i saglar. Boyle
operatorler A ve B arasinda degisimi yansitir ve min ile max’a kars1 etkilesimli
olarak adlandirilir. Bu son operatorlerden dolay1r A yada B nin degisimi AN B veya

AU B nin degisimini gerekli kilmaz. U ve M , etkilesimsiz olarak adlandirilir.

Ikinci olarak;



Vxe X , u,,(x)=min(l, i, (x)+ 22, (x)) (3.5)
biciminde (Zadeh’e (1975a )ve ayrica Giles’e (1976) gore koyu birlesimli olarak

adlandirilan) W sinirh toplam operatorii verilsin ve

Vxe X, pty ()= max(0, , (x) + g2, (x) 1) (3.6)

biciminde koyu kesisim olarak adlandirilan kesisimi m operatorii verilsin.
W , M ve bilinen pseudo tiimleme, f’(X ) tiimlemeli dagilimli olmayan
yapidir. Dahasi 6zellikle idempotentlik dagilmalilik ve yutan eleman artik gecerli degil

ama degismelilik, birim, De Morgan kanunlar, A mN¢g=¢ , A WX =X ve hatta

dislanmis orta kanunlari da saglamr. Bu kiime teorisinde A , A mnin gergel
tiimlemesidir (Giles, 1976).
Operatorler arasindaki iligkiyi su sekilde gosterebiliriz:

A NBcA-BcAnB

VA,Be P(X) icin A
AUBc A+Bc A WB

(3.2) denkleminin ifadesinde fuzzy ayristmi W , m’nin anlaminda bir adi

boliintiidiir.

m A WA, w.. WA =X
Vxe X, x)=1| = L
( 24 j { Vi j, A @A =9

Tersi m>2 icin yanhstir. W , m’nin anlaminda boliintii fuzzy boliintiiden
daha geneldir. I¢ orta kanununun varli1 deneyin yapildig1 durumla tutarli olup sonucu

A fuzzy kiimesi olarak modellenebilir:
A MA = ¢ nin anlami sudur:

Tiimlemesi olan gibi ayn1 zamanda olamaz. Yine de w , m operatorlerinin tam
yorumu heniiz saglanamamustir.

Son olarak asagidaki ozelliklerin saglandigim dikkate alalim:
A WA w.. WA, (mdefa) = W™ A
ve
A MNA .. mA, (mdefa) = A" A

ile



limluu,”A(x)zl = ,UA(x);tO

m—oo

limu_, (x)=0 & u,(x)=1

m-—>oo

olacak bicimde
Ve o g, (x)= minllonge,(9) . g, (6)=max(0.ma, () m-+1)
yazalim.
Yukaridaki (w ve ™) operatorler tizerindeki ve {i¢ (F’(X ),u,m) , (ﬁ(X ),—T—,-) ,

(}3 (X), w, m) latis yapisi iizerindeki detaylara simdi girebiliriz.

3.3. Cok Degerli Mantiklar

Daha onceden ii¢ (F’(X ),u,m,_) , (F’(X ),—T—,-,_) , (ﬁ(X ), W, m,—) fuzzy kiime
tanim ve teorileri verilmistir. Bu kiime teorileri ve birkac¢ digerleri i¢in tabanlar1 olan

cok degerli mantik bu kismin konusudur.

Anlamsal bakimdan burada yalnizca sayilabilir degerli mantiklar: diisiinecegiz
ve bunlarin dogruluk uzay1 [0,1] reel araligidir. Dolayisiyla biz burada Pinkava (1976)
anlaminda ikili ve sonlu ¢ok degerli mantik hesabinin “fuzzylestirilmesi” ile (yani
“genellestirilmis” bagintilarla fonksiyonel olarak bir tam mantik hesabi elde etmek
icin) ugragsmayacagiz. Aciklama ilk defa goriilen doniisiimlerin Piaget grubunu
kullanacaktir. Cok degerli mantigin genel bir arastirmasi Rescher’de (1969)

bulunabilir.

3.3.1. Piagetler grubu

¢ mantiksal bagintilarla iliskili elementer P , Q , R ,... dnermelerini iceren
bir 6nermesel deger olsun. ¢ sembolik olarak ¢ = f(P,Q,R....) seklinde yazilan bir

wif (¢cikarim kurallart kiimesi) dir.

¢ tizerinde dort doniisiim tanimlanabilir:



(i) Birim: /(¢)=¢

(ii) Timleyen: N(gp)= 1¢

(iii) Karsihikli iliski: R(¢)= f( 1P, 10, T1R....)
(iv) Karsilikli ters iliski: C(¢)= "1R(¢)

olup burada 1, bir 6nermenin olumsuzu icin tekli bagintiy1 gosterir. Bir fonksiyonun
tiimleme kanunu i¢in, (i)-(iv) doniisiimleri, Sekil 3.1 de verilen tabloda, bir Klein grup

yapisina sahiptir.

Oz~

O =~ ~
SR =
Z~0 x|x
S~z alo

Sekil 3.1. Doniisiim tablosu

Piaget gostermistir ki; insan muhakemesinin ¢ocuklar icin Ogrenimi, bu
doniisiimlerin bir idrakini yani

¢ = "iyi ozanlar kétii kocalardir” = I(g)= ¢

N(p) ="iyi ozanlar kotii kocalar degildir” = N(@)= 1¢

R(¢)="kotii ozanlar iyi kocalardir” = R(¢)= f( 1P, 10, 1R,..)

C(@)="kotii ozanlar iyi kocalar degildir” = C(¢)= "1R(9)
gibi ciimleler arasindaki farkli anlamay1 gerektirir.

Doéniistimlerin bu grubunun matematiksel formiillesmesi (mesela) Sinclair’de
(1972) bulunabilir.

Ikili onerme hesabi oldugu taktirde ikili bagintilar1 ve bu doniisiimler

arasindaki bagintilar1 agik bicimde yazalim.



P 0|PO PVO O=P P PO QO PoQ  PAQ
11| 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0| 1 1 1 1 0 0 0 0
0 1| 1 1 0 0 1 10 0
0 0| 1 0 1 0 1 0o 1 0

P  Q|Plo Pexo 10 ©O—P P P~Q PlO PDQ

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 | 0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0 1 0 1 0
Sekil 3.2. Bagintilar tablosu
N N
/’q’w\o
R G’O P{) A Fod @-—-0 P e@ ~
N~
c A
v
P/—\ﬂ‘P
c c
Co 0
o R .
~
/V/-P A 0~\/-? N P—’O—-\ﬁ'
A 0*—-—-—6{‘—»#9 lo Ofv’/-"/*‘——l‘——*o-—-P
R&P v @ N KP«LO '

Sekil 3.3. Bagintilarin graf ile gosterilmesi

16 standart ikili bagintinin dogruluk tablolar1 Sekil 3.2°’de verilmistir ve bu
tabloda e , totolojiyi; v , ayrilma; — , gerektirmeyi; <> , denkligi; A , birlesimi; |,
Scheffer bagintisini; ex , dis ayrisimi; 1, Peirce bagintisini; o , c¢eliskiyi; ~~>
yaygin (ortak) adi olmayan bagintiy1 gosterir.

Bu on alt1 baginti, Sekil 3.3’de verilen grafta I , R , N , C ye dogru deyis

tokus edilirler.



3.3.2. Fuzzy kiime teorileriyle birlestirilen ¢cok degerli mantiklar

A

Ug (ﬁ(X ),u,m,_) , (ﬁ(X ),+,',_) , (ﬁ(X ), W, m,_) fuzzy kiime teorisinin altinda
yatan {i¢ cok degerli mantigin anlamli dogruluk fonksiyonlar1 verilebilir. Bir P
onermesinin dogruluk degeri v(P) ile gosterilsin. v(P)e [0,1] dir.
U¢  durum icinde degilin degeri v( 1P)=1-v(P) dir. Béylece
v("171P)=v(P) dir. Yine ii¢ durum i¢inde — gerektirme bagntis1 hep
v(P—Q)=v(1PvQ),

denklik bagintisi

(P e Q)=V[(P—0)r(0— P).
ex , |, d , ~~> strastyla <> , A, v , < un olumsuzu olarak; totoloji ve celiskide
sirastyla

v( B)=v(Pv TIP), v(P )=v(P A T1P)
olarak tanimlanir. Daha genel olarak,
v( PO)=v(Pv TTIP)v(Qv T10)),
v( PQ)=v(P A TTP)A(Q A T1Q))
olur.

Bu ii¢ ¢cok degerli mantik, klasik iki degerli mantigin genislemesidir.

3.3.2.1. (ﬁ(X ),u,m,_) ile birlestirilen mantik

U ve M altinda yatan ayrisim ve birlesim degerleri sirasiyla
v(Pv Q)=max(v(P).v(0)) .
v(P A Q)=min(v(P).»(Q))
olur.
Aciktir ki; v , A ; degismeli, birlesimli, idempotent, biri digeri iizerine
dagiliml ve dislanmis orta kanununu

v(Pv IP)#1ile v(PA 1IP)%0



anlaminda saglamaz,dahasi
v(Pv(PAQ)=v(P), v(PA(PvQ))=v(P) (emilim),
v(I(PAQ))=v(T1IPv T1Q), v( 1(Pv Q))=v( 1P A 1Q) (De Morgan) ,
V[(TIPv Q)A (P A T10)]|=v[(P A Q)v (TIP A T10)] (denklik) ,
V(TP AQ)v (P A T1Q)|=0[(Pv @) A (T1P v T10Q)] (dislanmus ayrisim) ,
Sekil 3.4 , v(P)=p , v(Q)=gq ile tarif edilen 16 bagintimn degeri

verilmektedir.
PO PO PO 0P P
P gl max, 1 -p,q.1-q) max(p.q)  max(p, 1 -q) 2
P QO P—=0Q 0 PO PO
p g | max{l —p, g) g min{max(l — p, g) max{p, 1 — g)) min{p, g)
P QO PlQ Pex O 10 (=P
p g |max(1=p, 1 =g} max{min{l —p, g) min{p, 1 = g)} 1 =g minip, | —g)
po| P P—() PLO PO

Py 1=p min(l=p, g) min{ 1=p, 1 =g} min(p1-p.g.1-g)
Sekil 3.4. On alt1 bagint1 icin karsilik gelen degerler tablosu

Niceliklerin degerleri, sdylem evreninin bir x elemani icin

v(VaP(x)) =inf (v(P(x))) , v(3xP(x)) = sup(v(P(x)))

olarak (A ve v ile uyumlu olacak bi¢imde) dosdogru tanimlanmistir.

Bu c¢ok degerli mantik, ilk olarak Dienes (1969) tarafindan gelistirilen K-
standart dizi mantig1 (K-SEQ) olarak adlandirilir. Bu mantik, Sekil 3.3’deki anlamda
doniisiimlerin Piaget grubu ile uyumludur.

Dahasi, asagidaki ozellikler elde edilmistir:

v[P - (00— R)] = v[(P AQ)— R] (gerektirme i¢in) ,

wWP—>P)=v(B ), (P - P)=v(P),



v(P%P )=v(l3 ),v(PHP)zv(lB ),
v( 18—>P)=vl3 ), v(P— Po)zv(_IP),

(
v(P « 1P) v( 18) (totoloji ve celiski i¢in) ,

v(TIP)=v(P|P) . v(P - 0)=v(P[l0)0)).
v(P) = v(P‘(P|P)) (Sheffer ve Peirce bagintilari i¢in).

Sheffer (yada Peirce’nin) bagintisi, standart ikili mantikta her ikili ve birli
bagintiyr kurmak i¢in yeterlidir. Bu sonu¢ K-SEQ’in dislanmis bagintilar1 i¢in de
gecerli olur.

— gerektirmesi zayif kiime kapsami ile ilgili iken ex , A simetrik farki ile
ilgilidir.

Gaines (1976a; 1976b) gostermistir ki; bu ¢ok degerli mantik standart onermeli
hesaplamanin fuzzylestirmesi (genisleme prensibi anlaminda) hari¢ hicbir seydir. Her

P o6nermesi {0,1} iizerindeki normallestirilmis bir fuzzy kiimesi ile bilestirilebilir yani
(24,(0), ,,(1)) ifti ile birlestirilebilir olup burada ,(0) yanhsin bir degeri ve ,(1)

de dogrunun bir degeri olarak yorumlanabilir. Standart onermeli hesabin mantiksal
bagintilar1 gercek fonksiyonel oldugundan yani fonksiyonel olarak gosterilebildiginden

onlar fuzzylestirilebilir. Gaines (1976a; 1976b)

o(P)= (1=, (02)+uP 1) fo.1]

tanimlarken yukarida tanimli ¢ok degerli mantigi elde etmistir.

Son olarak bu cok degerli mantik iki ¢ikarim kurali oldugunda, yukaridaki
bagintilarla insa edildiginde ve {O,%,l} de saglandiginda [0,1] tizerinde de oldugu

asikar cikar.

3.3.2.2. (ﬁ(X ), W, m,—) ile birlestirilen mantik

w ve M altinda yatan birlesim ve kesisim degerleri sirasi ile,



v(P v Q) =min(1,v(P)+v(Q))
v(P AQ)=max(0,v(P)+v(Q)-1)
olur.
Aciktir ki; v ve A , degismeli ve birlesimlidir fakat idempotentli degildir ve

bir digeri tizerinde dagilimli degildir;

(1P 2Q))=v("1PV "10)

v(TI(Pv Q))=v(IP A 1Q) (De Morgan)
v(Pv T1P)=1, v(P A 1P)=0 (Dislanmis orta kanunlarr)

Sekil 3.5, ( v(P)=p , v(Q)=¢q) ile tammlanan 16 bagntiin degerini

verir(Dubois ve Prade, 1980). (Karisiklig1 6nlemek i¢in v , — , <>, A, |, ex , ~~
4 icinbumantikta v, = , < , AL, €, =, - ile gosterilir)
PO PO PY O 0= P P
P g 1 min{ 1, p+ g} min{l,p+1-g) i
PO  P=0 0 PO PAQ
pg |mmil,1—p+g) i - |p—g] max{i,ptg-—1)
PO Po PEYQ  TIQ O=P
min{l, 1 =p+1-¢g) |7 —df l1-g max(0, p — q)
0 P P=0 Pllo PO
P g 1 —p max{0, g — p} max{0, 1 — p—gq) {

Sekil 3.5. On alt1 bagint1 icin yeni degerler tablosu

Bu mantik, Sekil 3.3’{in anlaminda doniisiimlerin Piaget grubu ile uyumludur.
Dahasi, totoloji ve celiski icin asagidaki ozellikler yazilabilir:
v(P:> P):v(l3 ) , v(z’ = P):v(P) ,
v(P:>I5 ):v(lg‘ ) , v(P(:)P)zv(IS ) ,

W B=>P)=v(B ), vP= B)=v(T1P),



= gerektirmesi, fuzzy kiimeler i¢in (Zadeh anlaminda) bilinen kapsama ile
acikca ilgilidir.
€ ve = , V (simetrik fark) ile |—| (stnirh fark) kiime operatorlerine

uygundur.

Sonug olarak,

olur.

3.3.2.2. (ﬁ(X ),-T—,',_) ile birlestirilen mantik

4 ve e altinda yatan ayrisim ve birlesme degerleri, sirasiyla
v(PyQ)=v(P)+v(Q)-v(P)v(Q)
v(P & Q)=v(P)¥(Q)
olur.

Aciktir ki; ¥ ve & degismeli, birlesmelidir fakat idempotentli degildir ve biri
digeri tizerine dagilimli degildir ve
v(1(P & Q))=v("1Py 10) :
v(1(Py2))=v( 1P & "1Q) (De Morgan)
yazilir.

Bir onceki her iki mantikta oldugu iizere on alti bagintinin degerini insa etmek

acik olmasima karsin v(P)= p ve v(Q)= g ile bunlardan bir kacin1 verelim:
Gerektirme: v(Po% Q) =1-p+ pq
Totoloji: v(P): 1-p(1-p)
Celiskiz v(P )= p(i - p)
Ayrica karma bazi formiileri de verelim:
v(Po— Q)=v("1PV (P & Q))
W[(Pe— Q) A(@e— P)l=v[(P & Q)v (TP & TTQ)]=v[(P & Q) = (P10)]



Bu mantik, Sekil 3.3’deki anlamdaki doniisiimlerin Piaget grubu ile uyumludur
ve cogunlukla Stokastik mantik diye ifade edilir.

Hangi durumlarda & , A yada A (veyahut v yada v ile y ) cakistifina
bakalim. Ilk olarak,

0<max(0, p + g —1)< pg<min(p,q)
1>2min(l, p+¢q)= p+q— pg=max(p,q)
olduguna dikkat edelim.

v(P & Q)=v(P A Q) oldugunu yani “ pg=min(pg) < P nin yada Q nun
degeri 0’ yada 1’e denk” oldugunu kontrol etmek kolaydir. v(P}Q)zv(P \% Q) ayni
kosullar altinda saglamr ve bu V(P& Q)=v(P AQ) ile v(P)Q)=v(Pv Q) icin
aynidir.

Boylece birlesme (ayrisma) icin iic bagintinin ikisi ¢akisir < P nin yada Q
nun degeri 0’ yada 1’e denktir. Bu durumda birlesme (ayrisma) icin ii¢ bagintinin hepsi
cakisir.

Asagidaki ifadeleri de yazabiliriz:

V(P)+v(Q)=v(PAQ)+v(PVvQ)=v(P 40)+v(P #0)=v(P&Q)+v(P}Q)
yani v , i¢ mantik i¢in latis anlaminda bir degerdir (Birkhoff, 1948).

3.3.3. Diger Cok Degerli Mantiklar; Diger Gerektirmeler

Farkli bicimde anlamdas gercek fonksiyonlar: hali hazirda bir araya getirme ile
diger cok degerli mantiklar , mesela Lukasiewicz mantig1 tanimlanabilir. Lukasiewicz
(1930) mantiginda birlesme, ayrisim, nicelikler i¢in anlamli gercek fonksiyonlar K-
SEQ yani

v(P A Q)=min(v(P).v(Q)) , v(P v Q)=max(v(P)v(Q)) .
v(VxP(x))zirif v(P(x)) , v(3xP(x))=supv(P(x)) li tammlidir. Gerektirme ve denklik

(ﬁ(X ), w, m,_) ile yani

v(P = 0)=min(L1-v(P)+v(Q)) , v(P & Q)=1-|v(P)-v(Q)



ile birlestirilen mantigin ifadelerdir. Degili, klasik olarak v( 1P)=1—-v(P) dir. Bu
mantik LN, , Lukasiewicz (1930) mantig1 olarak gosterilir ve ifade edilir. LN, ,

Zadeh’in (1975b) siradan fuzzy kiime teorisinin altinda yatan yani birlesim i¢in U
kesisim i¢cin N ve kapsama icin C ile ¢ok degerli bir mantiktir. Bu mantik Sekil

3.3’deki anlamda doniisiimlerin Piaget grubu ile agikca uyumludur. Bununla birlikte

ayrisim ve gerektirme arasindaki baginti, v(Pv Q)=v((P= Q)= Q) olur. Benzer

olarak  stokastik  gerektirme  i¢in v(Po— Q)=1-v(P)+v(P & Q) dan

v(P=Q)=1-v(P)+v(P A Q) olur. Ayrica v(P - Q)=1-v(P)+v(P AQ) yazilr.
Giles (1976), riskine gore L y, DN bir agiklamasini onermektedir. Mantiksal

diistinmenin her bir zinciri tartisanlar arasindaki bir diyalog olarak goriiliir ki o
tartisanlarin savlar1 kendi dogrular1 hakkinda bir aciklamay da beraberinde getirir.
Gerektirme i¢in diger anlaml gercek fonksiyonlar litaratiirde bulunabilir.

ey N1, v(P)<v(Q)
V(P%Qj_{o SR (3.1)

Birlestirilmis denklik,

V(P(:Qj:{l . v(P)=v(Q)

o , aksi
olur.
Birlesme, ayrisma, degili (olumsuzu) ve nicelikleri i¢cin K-SEQ’in anlaml
dogruluk fonksiyonlar1 ile R-SEQ diye adlandirilan bir bagka standart dizi mantig1 elde
edilir (Maydole, 1975).

V(P(z) Qj:{v(lg) : e 62

Birlestirilmis denklik,

{750 ooy
(v(P).v(Q))

olur.

(3.2)
— gerektirmesi, bazen Brouwerian gerektirmesi diye ifade edilir. Sanchez

(1976) tarafindan kullanilan ve tanimlanan & operatorii hari¢ hicbir seydir.



Birlesme, ayristm ve nicelikler ile degili icin K-SEQ’in anlamhi gercek
fonksiyonlart ile

1, v(P)=0
0 , aksi

w( _IP)={

istenildigi kadar degerli Godelian mantig1 elde edilir (Maydole, 1975).
v(p‘i) szmax(l—v(P), min((PVQ).  (3)
Dikkat edilecegi lizere
v(P — Q)=max(1-v(P),v(Q))#v( 1PV (P AQ))= v((P(g) QD
yazilabilir. Bu gerektirme, Zadeh (1973) tarafindan diisiiniilmiistiir.
V(P 3 Qj = min(L,v(Q)/ v(P)) (3.4)

yazilir. Bu gerektirme Goguen (1969) tarafindan ifade edilmistir. Gaines (1976b) ifade

edtmistir ki; bu gerektirme
(3.4)
V(P - Qj =v(P A Q)/v(P)

ifadesinden dolay1 kosullu olasilikla yakindan iligkilidir.
Ifade edilen gerektirmelerin tiimiinii karsilastirmak icin her P ve Q icin

asagidaki ifadeleri gbz Oniine almak gerekir:

(3.3)

WP = 0)2v(Poss 0)2v(P - 0)> V(P 3 Qj > min(v(P).v(0)) .

(P=0)> v(p ) QJ > v(p@ Qj > min((P)(Q)) .
3.2) 3.1
V(P %Qij(P—)Q].

Boylece Zadeh (1973) fuzzy kiime kapsamina gore gerektirmesi ifade edilen

gerektirmelerin en biiyiik degeridir.

(3.2) (3.3) (3.4)
— , — , — gerektirmeleri, Sekil 3.3’lin anlaminda doniisiimlerin Piaget

grubu ile uyumlu degildir.



(3.1 (3.2)

Dahasi, Maydole (1975) R-SEQ ve Godelian mantigi i¢cin (= , — yi

kullanan) paradoxlar1 olusturmustur.

3.3.5. Ayirma Operatorleri, Modus Ponens (Olana Varg)

Modus ponens kurali, 6nermesel anlamda P ve P> Q dan ¢ikarilan Q ya
imkan verir. Cok degerli mantiklarda problem, v(P) ile v(P = Q) ya vererek (> ,
verilen herhangi ¢ok degerli gerektirme olmak {iizere) v(Q) yu hesaplamaktir. Bu
konuda calisan kesim, ozellikle Goguen (1969) , Kling (1973) ve Le Faivre (1974)
miimkiin oldugu kadar biiyiik v(Q) ya sahip olmak icin v(P)*v(P - Q)< v(Q) olacak
sekilde bir * ayrisim operatoriinii aramastir.

Dikkat edilecegi iizere bu durum muhtemel su sonuca benzemektedir: Bu
noktada eger P(A)>a ve P(BIA)>p ise P(B)=P(BIA)P(A)+ P(BI "T1A)P( 1A)
oldugundan P(B)>af dur.

V(P Q)=v(P — Q)=max(1 - v(P),v(Q)) i¢in * , min operatorii olabilir, eger
min(v(P),v(P - Q))>0.5 ise  min(v(P),v(P — Q))<v(P)< max(v(P),v(P — Q))
olur.

Daha 6zeli, eger v(P)>a ve v(P— Q)= (a+f>1 ) ise v(Q)=p dur.

Bilhassa eger v(P)>% ve V(P — Q)= — ise v(Q)Z% ise v(Q) , belirsizdir.

N | =

*=min oldugunda — gerektirmelerinin bir zincirinin gecerliligi, zincirdeki en
e g 1 .
az gecerli elemanlarin gecerliliginden daha az degildir. }E ,1} , K-SEQ’in olusum

kiimesi diye ifade edilir.

Dahasi, standart Onermesel hesapta her aksiyom veya teorem, K-SEQ’in

anlamli gercek fonksiyonlarim1 kullandigimiz zaman %’ye denk yada daha biiyiik

gercek bir degere sahiptir. Karsilik olarak eger bir wif, K-SEQ’de %’ye denk yada

daha biiyiik deger her zaman sahip ise standart nermesel hesapta bir teorem olur.



ispat: @ bir teorem olsun. P , Q , R ;P ye ait elementer onermeler ise her v(P) ,
v(Q) , v(R) , ... {01} icin v(®)=1 dir. v(®)= f(p*,q*,t*,...)<% olacak sekilde ,
dp * g *r*,.. oldugunu varsayalim. f ayrisimlarin (yani ciimleciklerin) bir birlesimi
olarak ifade edilebilir. Varsayimdan dolayi, parcalardan biri kesin olarak % "den daha

kiictiktiir. Boylece eger p bu climleciye ait ise 1 — p ait olmaz ve tersi olur. Kiimemiz,
climledeki her elementer dogruluk degeri 0 a — ki bos olmakta- ve diger elementer
onermelere 0 veya 1 keyfi dogruluk degerleri vermis oluruz. Boylece, v(<b)= 0 elde
ederiz ki bu da varsayimla celisir. Tersi asikardir.

K-SEQ kullanarak Lee (1972) ispatlamistir ki, eger ciimleciklerin verilen bir
kiimesinin en giivenilir climlesi gercek a dogruluk degerine sahip ise ve en
giivenilmez climlecik b dogruluk degerine sahip ise, ¢6ziim prensibi Robinson (1965)
tekrarli uygulamasi ile elde edilebilen tiim mantiksal sonuclar, a ve b arasinda bir

dogruluk degere sahip olacaktir.

(3.4)
Eger — Goguen gerektirmesini kullanirsak bir ayrisim operatorii, carpma

olabilir zira
v( Py Qj_v(P):min(l,v(Q)/v(P)).v(P)SV(Q)

olur.

* | carpma oldugunda > gerektirmelerinin bir zincirinin gegerliligi zincirin
uzunlugu ile azalabilir.

Son olarak,

v(P = Q)=min(1,1 - v(P)+ v(Q))
ile gozlemleyebilir ki,
v(P)=a , v(P=0Q)=11ise v(Q)>
v(P)=a , v(P=Q)=1-€e<lise v(Q)=a—¢

olur.

Dogruluk degerleri @ onciil gercel degerine gorel- €’a denk olan neticenin

bitiminde sonu¢ & —ne€’a denk bir gergcek degere sahip olur. = i¢in ayrisim operatorii



(3.4)
A dir. Gaines (1976) , kel adamin paradoksunu aciklamak icin — yada =

kullanmistir (eger n tiiye sahip bir adam kelse n +1 tiiye sahip bir adam da keldir).

Aksine, verilen bir * operatorii, — 'nin sekilsel tanimina uygun olarak
V(P Q) = sup{x, v(P)>i< x< v(Q)}

(3.2)
yazilabilir. Dikkat edilecegi iizere *=min oldugunda — , — Bouwerian

(3.4)
gerektirmesidir; *=carpma oldugunda = — diir.

3.3.5. Cok Degerli Mantik Degerlendirmesi

Cok degerli mantik ve bagintilarin ¢ogu ile mukayese icin bazi bakis acilarina
ihtiya¢ duyariz. Belki de en ilgin¢ olanlari, Piaget grubu ile uyumlu, paradokslarin
varligi, onemli yapisal Ozelliklerin eksikligi veya mevcudiyeti ile neticenin bir
zincirinin gecerliligi ve birlesik kiime teorileridir.

Pek cok aragtirmaci, Zadeh (1973) fuzzy kiime teorisinin altinda yatan 6zellikle

Ly gibi bazi ¢ok degerli manti§i adlandirmak igin “fuzzy mantik” ifadesini

kullanmistir. Zadeh (1973), muhakeme yaklagiminin bir teorisini temel alan mantig
tasarlamak i¢in “fuzzy mantik” demistir. Bununla birlikte yalmizca 0 yada 1’e benzer
dogruluk degerleri degil aym1 zamanda ortada olanlar1 da artik yeni olmadig alanda

“fuzzy mantik” olarak cok degerli mantikla gormek miimkiindiir. & + 8+ ¥ =1 olacak
sekilde ve swrasiyla dogru, yanlis, anlamsiz degerleri olarak a , [ , ¥
yorumlandiginda (0{, B, 7) ticliisiiniin her Onermesini ifade etmeyi Onerdiginde bu

acidan Lakoff (1973) genellestirme yapmustir. Ona gore eger v( 1P)=(a, B.7) ise

v(P)=(8,a,7) olur.
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