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OZET

HAMILTON GRAFLARI VE HAMILTON RENKLENDIRMESI

GUZEL, Ahmet Hatip
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damgmant: Yrd. Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR
TEMMUZ 2012, 80 Sayfa

Bu calisma temelde yedi boliimden olusmaktadir. Calismanin ilk iki boliimii kisa
bir giris ve kaynak bildirisine ayrilmis olup, iiciincii boliimde Graf Teorisi ile ilgili
temel kavramlara yer verilmistir. Dordiinci boliimde Hamilton graflart ve bu graf
sinifiyla ilgili temel kavram ve teoremler genel hatlariyla islenmistir. Besinci boliimde
Hamilton renklendirmesi ele alinip, kavramlar, baz1 teoremler ve sonuglart verilmistir.
Altinct boliimde Hamilton renklendirmesi bazi 6zel graf simiflarina uygulanmistir. Son
bolimde ise, genellestirilmis Petersen graflar1 {izerinde Hamilton renklendirmesi

calisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Hamilton Graflari, Hamilton Renklendirmesi
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ABSTRACT

HAMILTONIAN GRAPHS AND HAMILTONIAN COLORING

GUZEL, Ahmet Hatip
MSc, Mathematics Science
Supervisor: Asst. Prof. Dr. M. Serif ALDEMIR
JULY 2012, 80 Pages

This study consists essentially of seven chapters. In the first two chapters are
given a short introduction and a notification of references. In chapter three fundamental
concepts of Graph Theory have been given. Hamiltonian graphs, its basic features and
some related theorems are given in chapter four. In chapter five, Hamiltonian coloring
and related some theorems and corollaries are stated. Hamiltonian coloring of some
special graph classes have been applied in chapter six. In the last chapter, Hamiltonian

coloring on the generalized Petersen graphs is studied.

Key words: Graph, Hamiltonian Graphs, Hamiltonian Coloring
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1. GIRIS

Bir graf, elemanlar tepe olarak isimlendirilen bos olmayan sonlu bir V' kiimesi
ve elemanlar1 ayrit olarak isimlendirilen ve yine elemanlar1 bu V  kiimesinin iki
elemanli alt kiimelerinden olusan bir E kiimesinin olusturdugu G=(V, E) seklindeki
bir sirali ikili ile ifade edilir. Graf Teorisi’nin bilinen en eski problemi ‘Konigsberg
Koprii Problemi’ dir. L.Euler 1736 yilinda bu problemin imkansiz oldugunu bir graf
modeli yardimiyla goOstermistir. Graf Teorisi, bugiin kendine 0Ozgii tanim ve
teoremleriyle, uygulama alam1 oldukca genis olan ayr1 bir matematik dali olarak goze
carpmaktadir. Ozellikle ekonomi, yonetim bilimi, satis pazarlama, endiistri alaninin her
kesiminde kullanilan dagitim sebekeleri, iiretim akist modelleri ve yol haritalarinda
graflarla ilgili 6rneklere rastlamak miimkiindiir.

Hamilton Graflari, miihendislikte ‘Gezgin Satici Problemi’ olarak ifade edilen
ve bir graftaki en kisa Hamilton c¢evresini bulmakla esdeger olan bir optimizasyon
problemi iizerine ortaya cikmistir. Buna gore bir grafta, her bir tepeden bir defa
gecilerek baslangic tepesine geri doniilebilmesi durumunda bu graf bir Hamilton grafi
olacaktir. Bir grafin Hamilton grafi olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun ne oldugu
hala c¢oziilemeyen bir problem olarak ortada durmakta ve giiniimiizde graflarla ilgili bir
arastirma konusu olmaya devam etmektedir. Buna karsilik, bir grafin Hamilton grafi
olabilmesi i¢in bazi yeter kosullar bilinebilmektedir.

Hamilton Renklendirmesi ise graflarda yapilan renklendirmelerin 6zgiin bir
cesidi olup, bu konuda o6zellikle 2005 yilindan sonra Onemli calismalar yapilmaya
baslanmistir. Hamilton renklendirmesi ile, grafin tepelerine aralarindaki yollarin ayrit
sayilarina ve grafin tepe sayisina dayali olarak birer pozitif tamsay1 atanmakta ve graf
icin bu kosullar1 saglayan en uygun renklendirme bulunmaya ¢alisiimaktadir. Baz1 6zel
graf simiflarindaki Hamilton renklendirmeleri incelendiginde, tepelere atanabilecek
renklerle ilgili ilgin¢ sonuclar ortaya ¢ikmaktadir.

Bu calismada Hamilton graflaniyla ilgili bazi temel bilgilerin verilmesinin
ardindan, Hamilton renklendirmesiyle ilgili yapilmis calismalar derlenerek bundan

sonraki caligmalar i¢in bir zemin olusturulmaya ¢alisilmistir.



2. KAYNAK BiLDIRISLERI

Chartrand ve Zhang (2005) ile Ceyhun (1976) Hamilton graflariyla ilgili bazi
temel bilgilere deginmisler ve bu konuda bazi teoremlerin ispatlarina yer vermislerdir.
Bu calismanin Hamilton graflariyla ilgili boliimiiniin hazirlanmasi asamasinda bu
kaynaklardan yararlanilmastir.

Graflarda tepelerin 6zel bir renklendirme tiirii olan Hamilton renklendirmesinin
ilk tanimlari, temel ozellikleri ve tepe sayisi ile de-tour uzakliklarina bagli olarak
Hamilton kromatik degerinin sinirlart Chartrand ve ark. (2002) de verilmistir.

Hamilton renklendirmesinin Radio renklendirmesi ile olan iliskileri ve baz1 6zel
graf smiflarinda (tam graflar, tam iki parcali graflar, cevre graflar1) Hamilton
renklendirmesi Chartrand ve ark. (2005a) tarafindan calisilmistir. Yine bu calismada
tepe sayisi bilinen graflarin Hamilton renklendirmesi incelenmistir.

Chartrand ve ark. (2005b), belirli renklere sahip graflarda en uzun cevre ile
Hamilton renklendirmesi arasindaki iligkiyi arastirmislardir. Ayrica bu calismada yildiz
olmayan aga¢ graflarinin Hamilton kromatik degeri icin bir iist sinira ulasilarak,
baglantili graflarin Hamilton kromatik degerleri ile ilgili 6nemli sonuglara ulasilmstir.

Nebesky (2006) da Hamilton baglantili alt graflar1 icermeyen baglantili graflar
icin Hamilton renklendirmesi ele alinmastir.

Shen ve ark. (2008) maksimum de-tour uzaklig1 tepe sayisinin yaris1 kadar olan
graf siniflarinda Hamilton renklendirmesini calismislardir. Aymi c¢alismalarinda tirtil

grafi ve ¢ift merkezli y1ldiz graflarinda Hamilton kromatik degerini belirlemislerdir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ilerleyen boliimlerde ihtiya¢ duyulacak bazi tanim ve drneklere yer

verilmistir.

3.1. Tammm (Graf)

Elemanlar1 tepe olarak isimlendirilen bos olmayan sonlu bir V kiimesi ve
elemanlar1 ayrit olarak isimlendirilen ve yine elemanlar1 bu V kiimesinin iki elemanl
alt kiimelerinden olusan bir E kiimesinin olusturdugu G =(V,E) siral ikilisine bir
graf denir (Chartrand ve Zhang, 2005).

Graflar genellikle diizlem iizerindeki diyagramlar ile gosterilirler. Bu
diyagramlar, tepeler ve ayritlar arasindaki iliskileri anlamay1 kolaylastirmak amaciyla
kullanilmaktadirlar ve birer fonksiyon grafigi degildirler. Ornek 3.2 de bir graf

tanimlanmis ve bu graf Sekil 3.1 de gosterilmistir.

3.2. Ornek

Tepeleri kiimesi V(G)={a,b,c,d} ve ayntlart kiimesi E(G)={{a,b},{b,c},

{a,c},{a,d}} olan G(V,E) grafi Sekil 3.1 de gosterilmistir.

Sekil 3.1. G=(V,E) grafi



3.3. Tammm (Komsuluk)

Bir grafa ait ayritlarin gosterimini kolaylastirmak amaciyla, {a,b} ayrit1 yerine

ab gosterimi kullanilir. Eger ab, G nin bir ayrit1 ise a ile b tepeleri komsudurlar denir

(Chartrand ve Zhang, 2005).

3.4. Tamm (Bayag Graf)

Sadece bir tepeden olusan grafa bayag: graf denir (Chartrand ve Zhang, 2005).
Bayagi grafin ayriti yoktur.

3.5. Tamm (Acik Komsuluk, Kapalh Komsuluk, Bir Tepenin Derecesi)

G bir graf ve ve V(G) olmak tizere N(v)={ue G : uve E(G)} kiimesine v
tepesinin actk komsulugu kiimesi denir. N[v]=N(v)U{v} kiimesine de v nin kapali
komsulugu kiimesi denir. Bir v tepesine komsu olan tepelerin sayisina da v nin derecesi

denir ve deg(v) =l N(v)| ile gosterilir (Meng ve ark., 2007).

3.6. Tammm (k — diizenli graf)

G bir graf olsun. V ve V(G) icin deg(v)=k ise, G grafina bir k — diizenli
graf denir (Chartrand ve Zhang, 2005).

3.7. Tanim (izole Tepe, Aski Tepesi, Aski Ayrit1)
ve V(G) icin deg(v) =0 ise v tepesine bir izole tepe, deg(v) =1 ise v tepesine

G nin bir aski tepesi denir. Ayrica bu tepenin baglantili oldugu ayrita da aski ayriti

denir (Chartrand ve Zhang, 2005).



3.8. Tammm (Tam Graf)

Bir G grafinin biitiin tepeleri birbirleriyle komsu ve dereceleri n—1 ise, G ye
tam graf denir (Meng ve ark., 2007). Tepe sayist n olan bir tam graf K, ile gosterilir.

Sekil 3.2 de K, tam grafi gosterilmistir.

Sekil 3.2. K, tam grafi

3.9. Tanim (Alt Graf, Ozalt Graf)

G ve H graflan icin V(H) cV(G) ve E(H)c E(G) kosullar1 saglaniyorsa,
H ye G nin bir alt grafi denir ve H G seklinde gosterilir. Diger taraftan
V(H)cV(G) veya E(H)c E(G) ise H ye G nin bir ozalt graft denir ve H C G
seklinde gosterilir (Chartrand ve Zhang, 2005).

3.10. Tanim (Geren Alt Graf)

H c G seklindeki G ve H graflariicin V(H)=V(G) ise, H ye G nin bir
geren alt grafi denir (Chartrand ve Zhang, 2005).



3.11. Tanim (indirgenmis Alt Graf)

G ve H graflar icin H € G olsun. Bu durumda V u,ve V(F) i¢cin uve E(G)
iken uve E(F) oluyorsa, I ye G nin bir indirgenmis alt grafi denir (Chartrand ve

Zhang, 2005).

3.12. Ornek

Sekil 3.3 de bir G grafi ve G nin baz1 alt graflar1 gosterilmistir. Sekildeki H
grafi G nin bir indirgenmis alt grafi degildir. Ciinkii v,xe V(H) ve vxe E(G) iken
vx¢ E(H) olmaktadir. Diger taraftan sekildeki F grafi G nin bir indirgenmis alt

grafidir.

y y

Sekil 3.3. G,H ve F graflan

3.13. Tanim (Ayrit Dizisi)

Bir G grafinin bir tepesinden baglayarak baska bir tepede (ya da ayni tepede)

sona eren ve her ayritin tepelerinden birisini kendinden ©nceki ayrita, digerini de



kendinden sonraki ayrita baglayan alt grafa, G nin bir ayrit dizisi ya da siralt ayrit

denir (Sessu ve Reed, 1961).

3.14. Tanim (Ayrit Katarn)

Bir G grafinin bir aynt dizisi, ayn1 aynttan ikinci defa ge¢miyorsa (ayrit
dizisindeki her bir ayritin tekrart 1 ise) bu ayrit dizisine G nin bir ayrit katari denir.
Ayrit katar1 basladig1 tepede son buluyorsa kapalt ayrit katari, aksi halde acik ayrit

katar: olarak isimlendirilir (Sessu ve Reed, 1961).

Sekil 3.4. G grafi

Sekil 3.4 deki G grafi incelendiginde cadch , adcad aynt dizileri icin,
bcda , cdab acgik aynt katarlar1 i¢cin ve adc , cad ise kapali aynt katarlari icin

ikiser ornek olarak gosterilebilir.

3.15. Tamm (izomorf Graflar)

G, ve G, iki graf olsun. Eger birebir ve 6rten f: V(G,) = V(G,) fonksiyonu
varsa ve u,v, € E(G,) & f(u,)f(v,)e E(G,) sart1 saglamyorsa, G, ve G, ye izomorf
graflar denir ve G, =G, seklinde gosterilir. Ayrica burada f ye G, den G, ye bir
izomorfizm denir (Chartrand ve Zhang, 2005).



3.16. Tanim (Yol Graf)

Eger wv,,v,,..,v, tepelerine sahip olan bir G grafinin ayntlart sadece
V|V, V,Vs,.., v, v, ayritlarindan ibaret ise, G ye n tepeli bir yol grafi denir ve bu graf
P, 1ile gosterilir. Ayrica bu yol kisaca v, —v, yolu olarak da gosterilebilir (Meng ve

ark., 2007).
Bir yol grafinin baslangic ve bitis tepelerinin dereceleri 1, i¢ tepelerinin

dereceleri ise 2 dir. Sekil 3.5 de baz1 yol graflar gosterilmistir.
rO—0O OO0
Sekil 3.5. Bazi yol graflar

3.17. Tammm (Uzakhk)

G bir baglantilh graf ve u,ve V(G) olsun. G deki u—v yollarindan en az
sayida ayrit iceren yolun ayrit sayisina, u ile v arasindaki uzaklik denir ve d(u,v) ile

gosterilir (Chartrand ve Zhang, 2005).

3.18. Tanim (Diameter Uzakhg)

G bir baglanuli graf olmak iizere, V u,veV(G) icin maks{d(u,v)}

degerine G grafinin diameter uzakligi denir ve diam(G) ile gosterilir (Chartrand ve

Zhang, 2005).
3.19. Tanim (Cevre Graf)

Eger v,,v,,...,v, tepelerine sahip olan bir G grafimin aynitlart vv,,v,v,,...,v, v,
ve v v, ayritlarindan ibaret ise, G ye bir ¢evre grafi denir ve bu graf C, ile gosterilir

(Meng ve ark., 2007).



Bir ¢evre grafinin biitiin tepelerinin dereceleri 2 dir. Sekil 3.6 da bazi cevre

graflar gosterilmigtir.

Sekil 3.6. Bazi ¢evre graflari

3.20. Tammm (Bir Grafin Tiimleyeni)

G bir graf olmak iizere ayritlar1 sadece G de komsu olmayan biitiin tepelerin
birlestirilmesiyle olusan grafa G nin fiimleyeni denir ve G ile gosterilir.

K , grafi, n tane tepeden olusan ve biitiin tepeleri birbiriyle komsu olan K, tam

grafinin tiimleyeni oldugundan ayritsiz bir graftir. Bu ayritsiz grafa bos graf denir

(Chartrand ve Zhang, 2005).

3.21. Tamm (iki Parcal Graf)

G bir graf ve V(G)=(X,Y) grafin tepelerinin bir parcalanis1 olmak iizere, G

nin biitiin ayritlar1 sadece X ve Y deki tepelerin karsilikli olarak birlestirilmesinden

olusuyorsa G ye iki parcali graf denir (Harju, 2007).
3.22. Tammm (Baglantih Graf)
Bir G grafinin herhangi iki tepesi, bir yol grafi ile birbirlerine baglanabiliyorsa

(grafin herhangi iki tepesi arasinda bir yol mevcutsa) G grafina baglantili

(birlestirilmis) graf denir (Diestel, 2000).
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3.23. Tanim (Koprii Ayriti)

G bir baglantili graf olmak iizere, grafin bir ee E(G) aynti igcin G—e grafi

baglantisiz bir graf oluyorsa, e ayritina bir koprii denir (Chartrand ve Zhang, 2005).

3.24. Tanim (Kesim Tepesi)

G bir baglantili graf olmak iizere, grafin bir ve V(G) tepesi i¢in G—v grafi

baglantisiz bir graf oluyorsa, v tepesine G nin bir kesim tepesi denir. G grafi kesim

tepesi icermiyorsa, G ye parcalanamaz graf denir (Chartrand ve Zhang, 2005).
3.25. Tammm (Blok Grafi)

H c G grafi parcalanamaz bir graf olsun. H grafi G nin diger bir
parcalanamaz alt grafinin bir 6zalt grafi degilse, H ye G de bir blok denir. Bu
kosullar1 saglayan bir H grafinin G nin bir indirgenmis alt grafi oldugu agiktir
(Chartrand ve Zhang, 2005)

3.26. Tanim (Cevresiz Graf)

G grafi icerisinde herhangi bir cevre grafi barindirmiyorsa, G ye cevresiz graf

denir (Meng ve ark., 2007).

3.27. Tamm (Agac¢ Graf)

G birlestirilmis grafi cevresiz ise, G ye bir agag¢ denir (Meng ve ark., 2007).

3.28. Tammm (Tam iki Parcah Graf, Yildiz Grafi)

G bir iki parcali graf ve V(G)=(X,Y) olmak iizere X in biitiin tepeleri Y nin

biitiin tepeleriyle komsu ise G ye tam iki par¢ali graf denir ve | X |=r ve |Y |=s olmak



lizere K, ile gosterilir. Eger r=1 veya s=1 ise G=K,  ye bir yildiz grafi denir

(Chartrand ve Zhang, 2005).
Sekil 3.7 ve Sekil 3.8 de bazi tam iki parcal1 graflar ve bu graflarin 6zel bir sekli

olan bazi yildiz graflar1 gosterilmistir.

Sekil 3.7. Bazi tam iki parcali graflar

1,3

O%O

Sekil 3.8. Bazi yildiz graflar
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4. HAMILTON GRAFLARI

Bu boliimde 6zel bir graf sinifi olan Hamilton graflar1 hakkinda bazi temel
kavramlara, teorem ve Orneklere yer verilmistir. Ardindan Hamilton graflarinin
miihendislikteki bir uygulamasi niteligini tasiyan Gezgin Satic1 Problemi (GSP) ile ilgili
bir ornek ve sonuglar1 incelenmistir.

4.1. Tammm (Hamilton Yolu)

G birlestirilmis bir graf olsun. G nin biitiin tepelerini iceren bir yol bulunuyorsa,

bu yola G nin bir Hamilton yolu denir (Chartrand ve Zhang, 2005).

4.2. Tanim (Hamilton Baglantihlik)

G Dbirlestirilmis bir graf olsun. G nin herhangi iki tepesi arasinda bir Hamilton

yolu bulunuyorsa, G grafi Hamilton baglantilidir denir (Chartrand ve ark., 2005a).

4.3. Tanim (Hamilton Cevresi)

G birlestirilmis bir graf olsun. G nin biitiin tepelerini iceren bir c¢evre

bulunuyorsa, bu ¢evreye G nin bir Hamilton gevresi denir (Ceyhun, 1976).

4.4. Tammm (Hamilton Graf)

G birlestirilmis grafi bir Hamilton cevresi iceriyorsa, G ye bir Hamilton grafi

denir (Ceyhun, 1976).

4.5. Gozlem

Bir grafin Hamilton Grafi olabilmesi i¢in, biitiin tepelerini igeren bir ¢evreye

(Hamilton c¢evresine) sahip olmasi gerekir. Buna karsilik grafin biitiin tepelerini iceren
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bir yola (Hamilton yoluna) sahip oldugu halde Hamilton grafi olmayan 6rnekler bulmak
miimkiindiir. Bir grafin Hamilton grafi olabilmesi i¢in bazi yeter kosullar bilinmesine
ragmen, gerek ve yeter kosulun ne oldugu (Hamilton graflarinin karakteristigi) heniiz
bilinememektedir. Bu problem, Hamilton graflar1 hakkinda ¢o6ziim bekleyen

problemlerden birisi olarak ortada durmaktadir.

4.6. Ornek

Hamilton graflarina en basit Ornekler, cevre graflari ve cevre graflarini da
icermekte olan tam graf ornekleridir. Yani n2>3 i¢in C, ve K, graflarinin hamilton
grafi olduklarin1 gormek kolaydir. Ayrica ¢evre icermeyen graflar Hamilton grafi
olamayacagindan, aga¢c ve yol graflar1 Hamilton grafi olamazlar. Sekil 4.1 de birer

Hamilton grafi olan C, ve K, graflar gosterilmigtir.

C,: K.:

Sekil 4.1. C ve K, Hamilton graflar

4.7. Gozlem

Ornek 4.6. da verilen C, grafini goz oniine alalm. Bu grafin kendisi bir
Hamilton c¢evresidir. Ayrica (her bir tepeyi baslangic tepesi olarak segebilecegimiz)
toplam bes tane Hamilton yolu da icermektedir.

Grafin herhangi bir ayritin1 ¢ikardigimizda, geriye kalan yine birlestirilmis bir
graf olacaktir. Ayrica bu kez grafin kendisi bir Hamilton yolu haline gelecektir. Ancak
cevre icermediginden bir Hamilton grafi olamayacaktir. Boylece Hamilton yolu iceren

her grafin, Hamilton graf1 olamayacagini gbzlemlemis oluyoruz.
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4.8. Teorem

G grafi n=3 tepeli ve birlestirilmis olsun. Eger grafta komsu olmayan

YV u,ve G tepeleri icin deg(u)+deg(v) =2n ise G bir Hamilton grafidir (Chartrand ve
Zhang, 2005).

Ispat

Ispat1 yaparken teoremdeki kosullar1 sagladigi halde Hamilton grafi olmayan bir
grafin var olamayacagin1 gosterecegiz. Kabul edelim ki G grafi teoremdeki kosullar
sagladigr halde bir Hamilton grafi olmasin. Yani tepe sayis1 n >3 olan bir G grafinin
birbirleriyle komsu olmayan V u,ve G tepeleri icin deg(u)+deg(v) =2 n oldugu halde,
G bir Hamilton grafi olmasin.

Bu durumda G ye miimkiin olan biitiin eksik ayritlar eklenirse K, tam grafina
ulasilacak ve bu graf bir Hamilton grafi olacaktir. Ancak biz olusacak yeni graf bir
Hamilton grafi olmayacak sekilde, G grafina miimkiin oldugunca cok ayrit ekledigimizi
diisinelim. Su halde olusacak yeni grafa H dersek, H grafina yalnmizca bir ayrit daha
eklenmesiyle bir Hamilton grafi olusacaktir. Aym1 zamanda H bir tam graf
olmadigindan komsu olmayan tepeleri icerecek ve H nin birbiriyle komsu olmayan
YV u,ve H tepeleriicin deg(u)+deg(v) =n olacaktir.

Simdi H grafinda komsu olmayan x ve y tepelerini birlestiren bir ayrit
ekleyelim. Bu ayrit xy ayritidir ve H + xy grafi bir Hamilton grafidir (Cilinkii H grafina
yalnizca bir ayrit eklenmesiyle bir Hamilton grafi olusacaktir). Dahast H + xy grafinin
bir Hamilton cevresi de xy ayritim icermek zorundadir. Bunun anlami H nin

P:x=x,x,,...,x, =y seklinde bir Hamilton x—y yolu igermesidir.
Biz oyle iddia ediyoruz ki, 2<i<n i¢in xx, aynti H grafinin bir aynti
oldugu zaman x,_,x, ayriti H nin bir aynti degildir (Sekil 4.2 yi inceleyelim). Aksi

durumda  x,x;,x,

i+l

X, X, |, X, 5,...,X; dizisi H grafimin bir Hamilton ¢evresi olur ki,

bu miimkiin degildir. Ciinkii H graf1 bir Hamilton cevresi iceremez.
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X, X, X

Sekil 4.2. H grafinin bir kesiti

Buradan  {x,,x,,...,x,}  kiimesindeki her bir tepe x, tepesine komsu
oldugundan {x,,x,,...,x, ,} kiimesindeki hicbir tepe x, tepesi ile komsu degildir.

Bunun anlami, deg, (x,) <(n—1)—deg(x,) ve boylece deg, (x)+deg,(y)<n—1 olur

ve celigki elde edilir. Boylece teoremdeki kosullar1 sagladigi halde Hamilton grafi

olmayan bir grafin var olamayacagi ispatlanmis olur.
4.9. Sonuc¢

G grafi n>3 tepeli ve birlestirilmis olsun. Eger VY ue G tepesi icin,

deg(u) 2% ise G bir Hamilton grafidir (Chartrand ve Zhang, 2005).

Ispat

G nin tam graf yani G = K, oldugunu varsayalim. Bu durumda her tam graf bir

Hamilton grafi oldugundan, G bir Hamilton grafi olur.

G nin tam graf olmadigimi varsayalim. Bu durumda Vue G tepesi i¢in

deg(u)zg olmas:1 halinde, grafin komsu olmayan herhangi u ve v tepeleri i¢in

deg(u)+deg(v) =2 g +% =n olacaktir. Boylece Teorem 4.8 den dolayr G bir Hamilton

grafi olacaktir.
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4.10. Ornek

Teorem 4.8. de bir grafin Hamilton grafi olabilmesi i¢in yeterli bir kosulu
ispatladik. Ancak bu kosulu saglamadigi halde Hamilton grafi olan ornekler bulmak da

miimkiindiir. Basit bir ornek olarak, tepe sayis1 n=>5 olan C, graflar1 bu kosulu

saglamadiklar1 halde birer Hamilton grafidirlar. Sekil 4.3 de bu kosulu saglamadiklar

halde Hamilton grafi olan iki tane graf rnegi verilmistir.

Sekil 4.3. Teorem 4.8 deki kosulu saglamayan iki Hamilton grafi

4.11. Gozlem

Sekil 4.3 deki graflarin tepelerinin sayis1 ve bu tepelerin dereceleri gbz Oniine
alindiginda Teorem 4.8 deki kosulu saglamadiklart goriilmektedir. Ancak buna ragmen

Hamilton gevresi icerdikleri i¢in birer Hamilton grafidirlar. Bu graflardan C grafinin
kendisi bir Hamilton ¢evresidir. Diger grafin sahip oldugu Hamilton gevresi ise C,

grafidir.

4.12. Teorem

(n—1)!

n=3 i¢in K, tam grafinda bulunan Hamilton cevrelerinin sayisi

tanedir (Nesim ve ark., 2003).
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ispat

K, tam grafinda ka¢ tane Hamilton ¢evresi oldugunu arastirmak, aslinda bu
grafin kag¢ tane C, gevresi igerdigini bulmaya ¢alismakla esdegerdir. Buna gore grafin
n tane tepesinin siralama ilkesine gore n! farkli sekilde siralanabilecegini gbz Oniine
alalim. Bu siralamalarin her birisi birer ayrit dizisi olarak diistiniilebilir. Ayrica her
birisi birer ¢evre grafi olduklari i¢in birer kapali ayrit kataridirlar. Ancak bu kapali ayrit
katarlarindan bazilar1 aslinda ayni ¢evrenin farkli gosterimlerinden ibarettir. Bunu daha

1yi anlayabilmek icin Sekil 4.4 deki C, grafini inceleyelim.

Sekil 4.4. C, grafi

Sekil 4.4 deki C, grafinin aslinda K grafinin igerdigi Hamilton ¢evrelerinden

birisi oldugunu anlamak kolaydir. Dikkat edilirse bu ¢evrenin birbirinden farkli kapal

ayrit katarlar olarak ifade edilebilecegi goriilebilir. Bu kapal1 aynit katarlar1, Cy grafinin

her bir tepesinden baglayarak yine ayni tepede son bulan 5 tane kapali ayrit katar1 ve
bunlarin tersi yoniinde yazilabilecek 5 farkli kapali ayrit katar1 olarak toplam 10 tanedir.
Bu kapali ayrit katarlar1 Cizelge 4.1 de verilmistir.

Cizelge 4.1 dikkatli olarak incelendiginde, gercekten de bu kapali ayrit
katarlarindan her birisinin aslinda aymi ¢evrenin farkli gosterimleri oldugu goriilebilir.
Ote yandan bu gosterimlerin her birisi grafin tepelerinin birbirinden farkli birer

siralamgidir.  Boylece C, grafimin 10 farkli kapali aynt katar1 olarak ifade

edilebilecegini soylemek miimkiindiir.
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Cizelge 4.1. C; grafindaki kapali aynit katarlar

abcde
bcdea
cdeab
deabc
eabcd
aedcbh
baedc
cbaed
dcbae
edcba

Daha genel bir ifadeyle, K, grafinda ilk olarak n! tane C, grafi oldugu
diistinitilebilir. Ancak K, grafindaki her bir C, grafi, tepelerinin her birini baslangi¢ ve

bitis tepesi olarak kabul eden toplam 2rn tane kapali ayrit katar1 olarak diisiiniilmelidir.

!
Bu g6z Oniine alindiginda K, grafinin aslinda birbirinden farkli ;— tane C, grafi
n

igerdigini soyleyebiliriz. Bu graflardan her birisi K, grafinin icerdigi birer Hamilton

cevresidir.

(n-=1)!

Boylece K, grafinin toplam 5 tane Hamilton cevresi icerecegi

goriilmektedir. Bu Hamilton cevrelerinden her birisi K, grafinin tepelerinden olusan

ancak birbirinden farkli C, graflaridir.

4.13. Gezgin Satic1 Problemi (GSP)

Gezgin Satict Problemi’nde amag¢ bir saticinin bir sehirden baglayarak diger
biitiin sehirlere birer defa ugradiktan sonra yine basladigi sehre geri donecegi en kisa
yolu bulmaktir. Burada biitiin sehirlerin birbirleriyle baglantili olan yollarin1 ve bu
yollarin uzakliklarin1 bilmek gerekmektedir (Nesim ve ark., 2003).

GSP yi anlamak oldukca kolaydir ancak ¢oziimii zordur. Bu problemi ¢ozmeye
baslarken sehir merkezlerinin birer tepe, sehirlerin arasindaki yollarin ise birer ayrit

olarak diizenlenecegi bir graf modeli olusturmak yararli olacaktir. Oncelikle grafin
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icerdigi biitiin Hamilton ¢evreleri belirlenmeli ve bu ¢evreler arasinda en kisa uzunlukta

olan1 aragtirtlmalidir.

4.14. Ornek

Sekil 4.5 deki K, tam grafi seklinde ifade edilebilen bir GSP yi g6z Oniine

alalim. Coziim i¢in bu grafin icerdigi biitiin Hamilton ¢evrelerini arastiracak ve en kisa

olan cevreyi problemin ¢oziimii olarak belirleyecegiz.

Sekil 4.5. GSP nin graf modeli

Coziim

Sekil 4.5 deki diyagramda GSP bir K. grafi ile ifade edilmis ve iki sehrin

(tepenin) arasindaki yollarin (ayritlarin) uzunluklart gosterilmistir. Bundan sonra
yapilmas1 gereken bu graftaki Hamilton cevrelerini ve bu Hamilton cevrelerinin
uzunluklarim belirlemektir.

Teorem 4.12 yardimiyla bir K, grafimin ka¢ tane Hamilton cevresi igerdigi
belirlenebilmektedir. Teoremdeki formiilii uyguladigimizda, K, grafinda toplam 12

tane Hamilton cevresi oldugunu hesaplayabiliriz. Cizelge 4.2 de bu grafin icerdigi

Hamilton ¢evreleri ve uzunluklari verilmistir.
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Cizelge 4.2. Graftaki Hamilton cevreleri ve uzunluklari

Hamilton Cevresi Cevrenin Uzunlugu
a,b,e,c,d,a 22
a,b,e,d,c,a 22
a,c,b,e,d,a 22
a,d,c,b,e,a 22
a,b,c,d,e,a 23
a,b,c,e,d,a 23
a,c,d,b,e,a 23
a,c,e,b,d,a 23
a,b,d,cea 24
a,b,de,c,a 24
a,c,b,dea 24
a,d,b,c,e,a 24

Cizelge 4.2 incelendiginde grafin icerdigi Hamilton ¢evreleri arasinda 22 birim
uzunlugunda olan dort tane cevre goriilmektedir. Bu cevrelerden her birisi saticinin
izleyecegi en ideal giizergahlar oldugundan, herhangi birisi GSP nin en iyi ¢o6ziimii

olarak kabul edilebilir.

4.15. Gozlem

GSP de saticimin ugramak zorunda oldugu sehir merkezlerinin sayisi arttikca
graftaki Hamilton cevrelerinin sayis1 artacaktir ve problemin c¢oziimii daha uzun
siirecektir. Ornegin, Teorem 4.12 yardimi ile K, grafinin toplam 60 tane Hamilton
cevresi icerdigi, K,, grafinda ise 181.440 tane Hamiton c¢evresi bulundugunu

gorebiliriz. Boylece 10 tane sehirden olusan bir GSP nin ¢6ziimii icin 181.440 tane

Hamilton cevresinin goz oniine alinmasi gerekmektedir.
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4.16. GSP Icin Coziim Yontemleri

Cok sehirli GSP’leri ¢6zmek i¢in pratik olan yontem, yaklasik ¢oziimler iireten
sezgisel algoritmalar1 kullanmaktir. Bu yontemler en 1yi ¢oziimii garanti etmezler ancak
coziime yakin sonuglara daha kisa siirede ulasilmasina olanak tanmirlar. Simdi bu

algoritmalardan bazilarini inceleyelim.

a) En Yakin Sehir Algoritmasi :

Bu algoritma, saticinin bir sehirden digerine giderken heniiz ziyaret etmedigi
sehirler arasindan en yakin olani tercih etmesi ilkesine dayanir. Ornek 4.14 deki GSP
icin a sehrinden baslangi¢c yapan bir satic1 ‘en yakin sehir algoritmasi’ yardimiyla 23
birim uzunlugundaki abcdea yolunu izleyerek gezisini tamamlar. Ancak bu ¢oziim
GSP nin gercek coziimii olan 22 birimden 1 birim daha uzun bir cevreye karsilik
gelmektedir.

Eger bir graftaki herhangi a, b, ¢ tepelerinin aralarindaki uzakliklar igin
d, <d, +d, esitsizligi saglaniyorsa, bu graf i¢in ‘liggen esitsizligini saglayan graf’
denilebilir. Bunun anlami, bu grafin iki tepesi arasindaki en kisa yolun o iki tepe
arasindaki tek ayritla saglanabilecek olmasidir. Bir grafta tepeler sehirleri ve ayritlar ise
bu sehirlerin arasindaki yollar1 ifade ediyorsa bu varsayim gecerli olacaktir.

Simdi iicgen esitsizligini saglayan bir grafta, Hamilton cevrelerinden en kisa
olaninin en fazla iki kat1 kadar uzunluktaki bir Hamilton ¢evresini ¢dziim olarak iireten

sezgisel bir algoritmay1 daha ifade edelim.

b) En Kisa Cevre Algoritmast :

Bir G grafinin en kisa ayritlardan olusan geren agaci olarak 7 yi goz iiniine
alalim. Boylece G grafinin biitiin tepeleri 7 agacinda bulunacak ve 7 agacindaki
ayritlarin uzunluklar1 toplami miimkiin oldugunca kiiciik olacaktir. Burada 7' nin her

bir ayrit1 i¢in ikinci bir ayrit eklenerek yeni bir graf olusturulabilir. Bu grafa G, grafi

diyelim. G, grafindaki biitiin tepelerin derecesi ¢ift olacaktir. Bu sayede G, grafinda
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bir tepeden baslayarak biitiin ayritlardan birer defa gecen ve basladig1 tepeye donen bir
kapal1 ayrit katart vardir. Bu kapali ayrit katarinin tepeleri sirasiyla yazilarak ve tekrar
eden bir tepe yerine G grafinda bulunan alternatif ayrit1 kullanilarak, G grafindaki her
tepeden bir defa gecen ve biitiin tepelere ugrayan bir ¢evre (Hamilton cevresi) elde

edilecektir.

Algoritmay1 Ornek 4.14 deki GSP icin uygulayalim. GSP nin Sekil 4.6 daki grafi

g0z Oniine alarak, algoritmada ifade edilen geren agacini belirleyelim.

Sekil 4.6. GSP nin graf modeli

Bunun i¢in grafin ayntlarim1 uzunluklari en kisadan uzun olana dogru
ab, bc, ac, be, ad, ae, bd, cd, ec, ed seklinde siralayalim. Bu siralamadaki en kisa
ayrit olan ab ayritindan baslayacagiz. Bu ayritla baglantili olan a ve b tepelerini ilk

iki tepe olarak sececegiz. Ardindan sirasi ile aga¢ grafinin 6zelligini bozmayacak

sekilde sececegimiz ayritlar sirasiyla ekleyerek, GSP icin algoritmada ifade edilen T

geren agacina ulasiriz. Ardindan 7 grafinin her bir ayntim ¢iftleyerek G, grafina

ulasacagiz. Sekil 4.7de T ve G, graflar gosterilmistir.
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Sekil 4.7. T ve G, graflar

G, grafi iizerinde biitiin tepeleri igeren bir kapali ayrit katar1 bulunabilir. Bu

kapal1 ayrit katarlarindan birisinin e,b,c,b,a,d,a,b,e dizisi oldugu goriilebilir. Bu kapali
ayrit katarinda e tepesinden b tepesine ve ardindan c¢ tepesine ulasilir. Bunun
ardindan tekrar b tepesine donerken, bundan yapmaktan vazgececek ve GSP deki
alternatif ayrit1 kullanarak bir Hamilton cevresi belirlemeye baslayacagiz. Bunun icin
e,b,c,b,a dizisinde b tepesini atlayarak a tepesine yonelecegiz. Boylece b tepesini
ikinci kez ziyaret etmemis ve cevre olusturma sartint bozmamis olacagiz. Benzer
sekilde d tepesinin ardindan da e tepesine yonelecegiz. Biitiin bu doniistiirme islemleri
tamamlandiktan sonra GSP nin graf modelinin barindirdigi Hamilton c¢evrelerinden
birisi e,b,c,a,d,e seklinde olusacaktir. Problemin ¢oziimlerinden birisi olan bu ¢evrenin
uzunlugu 22 birimdir ve GSP nin en iyi ¢oziimlerinden birisidir. Ancak bu sezgisel
yolla her zaman en iyi ¢6ziimiin bulunabilecegi kesin degildir. Sekil 4.8 de GSP icin en

1yi ¢oziim olan Hamilton ¢evrelerinden birisi gosterilmistir.
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8

Sekil 4.8. GSP nin ¢6ziimii
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5. HAMILTON RENKLENDIiRMESIi

Bu boliimde oncelikle graflarin tepelerinin renklendirilmesi hakkinda temel
bilgiler iizerinde durulmus, ardindan graflar i¢in tepelerin 6zel bir renklendirme sekli

olan Hamilton renklendirmesi daha detayl olarak incelenmistir.

5.1. Graflarda Tepelerin Renklendirilmesi

Graflarda tepelerin renklendirilmesi kavrami, grafin her bir tepesine bir renk
atanmasi1 yoluyla tepelerinin siniflandirilmasi anlamini tasimaktadir. Tepelere atanan bu
renkler, ayn1 rengin atandigi tepelerin bazi agilardan benzer 6zellikler tasidiginmi ifade
ederler. Bir diger renklendirme bi¢imi ise tepeler yerine ayritlara renkler atanmasi ve
ayritlarin siniflandirilmasidir. Ancak biz bu ¢alismada renklendirme kavramini tepelerin

renklendirilmesi olarak ele alacagiz.

5.1.1. Tammm (Renklendirme Fonksiyonu)

Bir grafin tepeleri klasik olarak renklendirilirken komsu olan tepelerin renkleri
birbirlerinden farkli olarak atanirlar. Ote yandan bir G grafinin bir  k-renklendirmesi
denildiginde, grafin tepeler kiimesinden pozitif tamsayilar kiimesine tanimlanmis olan

bir fonksiyon anlasilir.

Yani a:V, — [1,k] seklindeki fonksiyon grafin bir ¢ renklendirmesini

belirtmektedir. Burada & renklendirmesi géz Oniine alinarak bir u€ G tepesine atanan

renk a(u) ile gosterilir (Harju, 2007).

5.1.2. Tammm (Diizgiin Renklendirme)

Eger G grafinin bir o renklendirmesinde komsu olan V u,ve G tepeleri i¢in
a(u)# a(v) oluyorsa, bu renklendirmeye diizgiin (uygun) renklendirme denir (Harju,

2007).
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Eger G grafimin bir diizgiin k-renklendirmesi varsa, bu G grafi i¢in

k-renklendirilebilirdir denir. Buna bagh olarak G grafinin kromatik degeri y(G) ile
gosterilir  ve  y(G)=min{ k : G nin bir duzgun k —renklendirmesi var }  seklinde

tanimlanir. Burada y(G)=k iken, G grafi k-kromatik olur (Harju, 2007).
5.1.3. Gozlem

Her bir diizgiin renklendirme «a :V, — [l,k] iken grafin tepe kiimesinin bir

{V.,V,,...,V, } pargalamsini verir. Oyle ki bu parcalamsta V,={v: a(v)=i} olur.

5.1.4. Ornek

Sekil 5.1 deki graf 3-kromatik bir graftir. Yani renklendirme yapilirken, grafin

komsu olan tepelerine farkli renkler atanarak toplam 3 tane renk kullanilmastir.

Sekil 5.1. 3-kromatik graf
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5.2. Graflarda Hamilton Renklendirmesi

Graflarda tepelerin renklendirilmesi ile ilgili olarak cesitli kosullar ve bu
kosullara bagl olarak degisik renklendirme bi¢cimleri gelistirilmistir. Bunlardan birisi de
Hamilton renklendirmesidir. Hamilton renklendirmesi ile grafin tepelerine, tepe
ciftlerinin aralarindaki yollardan en uzun olaninin ayrit sayisina ve grafin tepe sayisina
dayali olarak birer pozitif tamsayr atanmakta ve graf i¢cin bu kosullar1 saglayan en uygun

renklendirme bulunmaya calisiilmaktadir.
5.2.1. Tanim (De-tour Uzaklhig)

G grafinda birbirinden farkli olan u,ve G tepelerini goz Oniine alalim. Bu iki

tepe arasindaki yollardan en fazla sayida ayrit iceren yolun ayrit sayisina bu iki tepenin

De-tour uzakligr denir ve D (u,v) ile gosterilir (Chartrand ve Zhang, 2005).
5.2.2. Tanmm (Hamilton Renklendirmesi)

G nin bir Hamilton renklendirmesi, grafin tepelerine pozitif tamsayilarin
atanmasidir, dyle ki ; grafin bir u€ G tepesine atanan renk (pozitif tamsay1) c(u) ile
gosterilir ve bu atamada; n tane tepe iceren bir G grafinin birbirinden farkli olan
YV u,ve G tepeleri i¢in D(u,v)+|c(u)—c(v)|2n—l sarti saglanmalidir (Chartrand ve
ark., 2005a).

Tanimdan da anlasilabilecegi gibi, bir graf icin bu kosulu saglayan bir¢ok

renklendirme belirlenebilir.
5.2.3. Tammm (Kromatik Deger)

Bir G grafinin Hamilton renklendirmelerinden birisi ¢ olsun. Bu renklendirmeye
gore grafin tepelerine atanan pozitif tamsayilar arasinda en biiylik olan deger, bu ¢

renklendirmesinin kromatik degerini verir ve hc(c) ile gosterilir.

Yani he(c) =maks{c(u) : ue G} dir (Chartrand ve ark., 2005a).
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5.2.4. Tanim (Hamilton Kromatik Deger)

Bir G grafi iizerinde uygulanabilecek biitiin Hamilton renklendirmelerinin
kromatik degerleri arasinda en kiiciik olani, bu grafin Hamilton kromatik degerini verir

ve hc(G) ile gosterilir (Chartrand ve ark., 2005a).

Yani hc(G)= min{hc(c) : ¢, G lizerinde bir Hamilton renklendirmesidir}

5.2.5. Gozlem

Graf iizerindeki bir Hamilton renklendirmesinin kromatik degeri arastirilirken,
bu renklendirme esas alinarak grafin tepelerine atanan pozitif tamsayilar arasindan en
biiyiik olam dikkate alinmaktadir. Ote yandan grafin Hamilton kromatik degeri
belirlenirken ise bu graf iizerindeki biitiin Hamilton renklendirmelerinin kromatik
degerleri arasinda en kiigiik olami secilmektedir. Boylece bir G grafinin Hamilton
kromatik degeri arastirilirken, aslinda G icin minimum Hamilton renklendirmesinin

belirlenmesi gerekmektedir.

5.2.6. Ornek

Sekil 5.2 deki G grafinin Hamilton kromatik degerini arastiralim.

Sekil 5.2. G grafi
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Coziim

G grafinin Hamilton kromatik degerini bulabilmek i¢in, en uygun olan Hamilton
renklendirmelerinden birisini belirleyelim. Grafin tepe sayisinin n =35 oldugunu dikkate
alarak, kuralimizi biitiin tepe c¢iftlerine uygulayacagiz. Tepelere atanacak renkleri
belirlerken renk atayacagimiz her bir tepe i¢in, daha Once renk atadigimiz biitiin
tepelerle ayr1 ayr1 karsilastirma yapmamiz gerektigini goz oniinde bulundurmaliy1z.

Grafin bir minimum Hamilton renklendirmesini belirlemek i¢in de-tour uzakligi
kiiciik olan tepe ciftleri belirleyici olacagindan, tepelere minimum renk atamalarini
yaparken bunu gtz oniinde bulundurmak gerekecektir. Grafin tepe ¢iftleri i¢in de-tour
uzakliklart olan D(a,d)=1, D(d,e)=1 , D(a,e)=2 , D(a,b)=2 , D(a,c)=2,
D(,c)=2 , D(b,d)=3 , D(c,d)=3 , D(b,e)=4 , D(c,e)=4 degerlerini dikkate
alarak oncelikle a , d ve e tepelerinin renk atamalarin1 yapacagiz.

c(a)=1 olsun. D(a,d)=1 , D(a,e)=2 ve D(d,e)=1 olmasmi ve Hamilton
renklendirmesinin sartlarin1 dikkate alarak c(d)=6 ve c(e) =3 seklindeki bir atama
yapabiliriz. Bunun ardindan D(a,b)=2, D(b,d)=3 ve D(b,e)=4 oldugunu goz
Oniine alarak c(b)=3 seklinde bir atama yapabiliriz. Son olarak da D(a,c)=2,
D(,c)=2 , D(c,d)=3 ve D(c,e)=4 oldugunu dikkate alarak c(c)=35 atamasini
yapacagiz. Boylece biitiin tepelere birer renk atamis olduk.

Gozlem 5.2.5 te bir graf iizerinde bircok Hamilton renklendirmesi
uygulanabilecegi ifade edilmistir. Ancak bu renklendirmenin Hamilton kromatik
degerini verebilmesi i¢in graf lizerindeki minimum Hamilton renklendirmelerinden
birisi olmasi1 gerekir. G grafi iizerinde yaptigimiz renklendirmede de-tour uzakliklari
dikkate alinarak renkleri atayacagimiz sirayr belirledik ve boylece grafa en uygun
Hamilton renklendirmelerinden birisini uyguladik. Sonu¢ olarak grafin tepelerine
Hamilton renklendirmesini uyguladigimizda Sekil 5.3 (a) daki gibi bir renklendirme ile
karsilasmis oluruz ve bu renklendirme grafin Hamilton kromatik degerini veren

minimum Hamilton renklendirmelerinden birisidir. Yani hc(G) =6 olur.

Sekil 5.3 (b) ve Sekil 5.3 (c) de graf iizerinde uygulanabilecek minimum

Hamilton renklendirmelerden ikisi daha gosterilmistir.
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(b)

(c)

Sekil 5.3. G grafinin minimum Hamilton renklendirmeleri
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5.2.7. Ornek

Sekil 5.4 de iki farkli grafin birer minimum Hamilton renklendirmeleri

verilmistir.  Bu graflarin  Hamilton kromatik degerleri sirasiyla hc(G,)=3 ve

he(G,) =2 olarak gerceklesmistir.

p—

Gl GZ

Sekil 5.4. G, ve G, graflarinin minimum Hamilton renklendirmeleri

5.2.8. Teorem

H grafi n-12=3 tepeli bir Hamilton grafi olsun. H grafina bir aski ayrit1

eklenmesiyle elde edilen bir G grafi icin hc(G)=n-1 olur (Chartrand ve ark.,
2005a).
Ispat

C=v,v,,...,v,_,,v, ¢evresi H grafinin bir Hamilton ¢evresi, vy, aynti da G
grafinin aski ayriti olsun. G iizerinde bir Hamilton renklendirmesi olarak ¢ yi goz
Oniine alalim.

YuveV(C) i¢cin D(u,v)<n—-2 oldugundan C iizerinde ayni rengin
atanacagi hicbir tepe ¢ifti yoktur. Bu ise hc(c) 2n—1 olmasim gerektirir. Dolayisiyla

hc(G) 2 n—1 olur.
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Simdi de G iizerinde bir ¢, renklendirmesini c,(v,)=i (1<i<n-1) ve

¢,(v,)=n—1 olacak sekilde tanimlayalim (Sekil 5.5 incelenebilir).

n—1

Sekil 5.5. G lizerinde tanimlanan ¢, Hamilton renklendirmesi

Simdi biz ¢, renklendirmesinin bir Hamilton renklendirmesi oldugunu

gosterecegiz.

[k olarak 1<i< j<n—1 olmak iizere v, ve v, tepelerini goz Oniine alalim.
Bu durumda ‘co(vl.)—co(vj)‘ =j—i ve D(v,v;)2n—1+i—j oldugu goriilebilir.
Buradan da ‘co ) —¢y(v; )‘ +D(v,,v;)2n—1 olacakur.

Simdi de 1<i<n-1 olmak iizere v, ve v, tepelerini goz Oniine alalim. Bu

=n—1-i ve D(v,,v,)2i oldugu goriilebilir. Buradan da

durumda |c0 w,)—c,(v,)

|c0 w,)—c,(v)|+D(v,,v,)=n~—1 olacaktir.
Boylece ¢, renklendirmesi G grafi iizerinde bir Hamilton renklendirmesi olur.

Buradan da hc(G) <hc(c,) =n—1 sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanur.
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5.2.9. Gozlem

Hamilton graflart ile ilgili bolimde, Hamilton baglantililik kavramini ifade
etmistik. Buna gore, herhangi iki tepesi arasinda bir Hamilton yolu (grafin biitiin
tepelerini igeren bir yol) bulunan bir graf Hamilton baglantilidir. Bu kavramlar 1s181inda
asagidaki gozlemi yapabiliriz.

Baglantili bir G grafinin Hamilton baglantili olabilmesi icin gerek ve yeter

kosul hc(G)=1 olmasidir (Chartrand ve ark., 2005a). Ciinkii »n tepeli bir graf icin

biitiin tepelerin ayn1 rengi almasi, tepe ciftleri arasindaki de-tour uzakhiginin 7—1
olmasi ile miimkiin olabilir. Bunun i¢in de grafin Hamilton baglantili olmas1 gerekir.

Bu gozlem yardimiyla soyle bir soru akla gelebilir. Acaba baglantili bir grafin
Hamilton kromatik degerini bulmak, bize bu grafin Hamilton baglantili olmaya ne kadar
yaklastig ile ilgili bir fikir verebilir mi? Bu sorunun yanit1 evettir. Bir grafin Hamilton
kromatik degeri 1 olmaya ne kadar yaklasirsa, grafin Hamilton baglantili olmasi giderek
daha fazla miimkiin hale gelir. Ayrica grafin iki farkli tepesine atanan renkler ayni

oldugunda, bu iki tepe arasinda bir Hamilton yolu mevcut olacaktir.

5.2.10. Gozlem

n=3 ic¢in K, grafi Hamilton baglantih oldugundan hc(K,)=1 dir. Bu
gozlemi K, graf1icin herhangi iki tepe arasindaki de-tour uzakliginin n—1 olmasina

dayanarak yapiyoruz. Buna baglh olarak Hamilton renklendirmesinin kosullar1t goz

Oniine alindiginda, K, grafi i¢in her bir tepeye atanan renk 1 olarak secilebilmektedir.

5.2.11. Gozlem

Tam iki parcali K, , grafim goz Oniine alalim. Bu graf n=2r tane tepesi olan

bir Hamilton grafidir. Ancak Hamilton grafi olmasmna karsin Hamilton baglantili
degildir. Bu Ornek yardimiyla bir Hamilton grafinin  Hamilton baglantili

olmayabilecegini de gormiis oluyoruz. Sekil 5.6 da K, grafi verilmistir. Bu graf

Hamilton grafi olmasina ragmen Hamilton baglantili degildir.
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Sekil 5.6. K, grafi

K., grafinin Hamilton baglantili olmadigini gdrmek igin grafa Hamilton

renklendirmesi uygulanabilir. Bu grafin u,ve K, , tepeleri i¢in de-tour uzakliginin,

n—l 5 uy € E(K’,. r) ise
D(M,V) = n—2 , uy & E(Kr I’) ise

seklinde oldugunu gorebiliriz. Komsu olmayan tepeler i¢in de-tour uzakliginin n—2
olmasi, bu iki tepeye farkli renkler atanmasi sonucunu doguracak ve bdylece

he(K,,)#1 olacaktir. Buradan K, , grafinin Hamilton baglantili bir graf olmadigi

goriilecektir.

Simdi de r<s oldugunda ve r=1 ile baslayarak hc(K, ) yi belirlemeye

calisalim.
5.2.12. Teorem

n23 i¢in he(K,, )=(n—2)"+1 dir (Chartrand ve ark., 2005a).
ispat

n=3 ig¢in hc(K ,)=2 oldugundan teoremdeki ifade saglanir. Sekil 5.7 de

K, , grafinin minimum Hamilton renklendirmesi verilmistir.
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2 2

Sekil 5.7. K|, grafinin minimum Hamilton renklendirmesi

Simdi n>4 oldugunu varsayalim. G =K, tepelerinin kiimesi {vl,vz,...,vn}
olan bir graf olsun. Burada v, tepesi G grafinin merkez tepesidir. G grafi iizerinde bir
¢ renklendirmesini c(v,)=1 ve 1<i<n-1 ii¢cin c(v,))=n-1D)+@G@-1)(n-3)
olacak sekilde tanimlayalim. Bu ¢ renklendirmesi bir Hamilton renklendirmesi
oldugundan he(G) <hc(c)=c(v, ,)=(n-D+n-2)(n-3)=(n— 2)* +1 olacaktr.

Bundan sonra hc(G)=(n—-2)"+1 oldugunu gostermeliyiz. Simdi ¢
renklendirmesini G nin minimum Hamilton renklendirmesi olarak alalim. G graf1 bir

Hamilton yolu icermedigi i¢in, bu renklendirmede grafin hicbir tepe cifti aym rengi

alamaz. Kabul edelim ki c¢(v,) <c(v,)<...<c(v,_,) olsun. Burada ii¢ farkli durumu goz

Oniine alip incelemeliyiz.

Durum 1 :

c(v,)=1 olsun. D(v,,v,)=1 ve 1<i<n-2 i¢in D(v,v,,)=2 oldugundan

cv)zn-1 ve 1<i<n-2 igin c(y,

i+l

)2c(v,)+(n—-3) yazilabilir. Buradan da
cv,_)2(n-1)+n-2)(n-3)=(n-2)"+1 ifadesi elde edilir ve dolayisiyla

he(c) =he(G) > (n—2)* +1 olur.

Durum 2 :

c(v.)=hc(c) olsun. O halde I=c(v))<c(v,)<..<c(v,_)<c(v,) olacaktr.
Ayrica 2<i<n-1 kosulunu saglayan VieN ic¢in c(v,)=2(n—-2)+({-2)(n-3)

yazilabilir. Ozellikle de cv,_)z2(n-2)+(n-3)(n-3)= n*—5n+7 oldugunu dikkate
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alarak buradan c(v,)=c(v, )+ ((n—2)> (" =5n+7)+(n-2)=(n—-2)"+1 yazlabilir.

Boylece hc(c)=he(G) = (n—2)*+1 olur.

Durum 3 :
1< j<n-2 kosulunu saglayan Jje N icin c(v;)<c(v,)<c(v,,) olsun.
Buradan,

c(v;))2(n=2)+(j-2)(n-3)

c,)2cv,)+(n=-2)=2(n-2)+(j—-2)(n-3)
cv;)2cv,)+(n-2)23(n-2)+(j—-2)(n—3) yazilabilir. Bu ifadeler yardimiyla,

c(v, )23(n=2)+(n-4)(n-3)=n"—4n+6>(n-2)"+1 yazlabilir ve buradan da,

he(c) =he(G) = (n—2)* +1 olur. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Simdi de  2<r<s olmak lizere K, grafim goz Oniine alalim. Bu grafin

tepelerinin parcalanis kiimeleri V, ve V, icin |Vl|=r ve |V2|=s olsun. Boylece,

2r=2=n—s+r-2 , u,ye Vl ise
Dw.v) =1 2rd=n-s+r-1 |, weEK, ) ise
2r=n—s+r , UV E V2 ise

seklindedir ve sonu¢ olarak, ¢ renklendirmesi K, iizerinde bir Hamilton

renklendirmesi iken,

s—r+l , uyve V1 ise
lc@)—c(v)| = {577 > WE E(K, () ise
s—r—1 , wu,we V2 ise

seklinde olur. Bu degerleri belirledikten sonra asagidaki teoremi inceleyelim.
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5.2.13. Teorem

r,se N igin 2<r<s iken hc(K )=(s —1)>—=(r—1)* dir (Chartrand ve

ark., 2005a).
ispat

K, grafinin pargalamis kiimeleri V, ={u,,u,,....,u,} ve V,={v,v,,...v}

r,s

olsun. Simdi K,  grafi lizerinde bir ¢ renklendirmesini;
I<i<r-1 i¢cin c(u,)=1+@G-1(s—r+1) ve
1<j<s igin c(v;)=c(u,_)+(s—r)+(j-D(s—r-1)
=(r=-D(s-r+D+(j-D(s-r-1

olacak sekilde tanimlayalim. Burada ¢ renklendirmesi K.  iizerinde bir Hamilton

r,s

renklendirmesi oldugundan hc(K, ) <hc(c) < (s ~1)>=(r—1)> seklinde yazilabilir.

Bundan sonra geriye hc(K, )2 (s D> =(r-1?* oldugunu gostermek kaliyor.

Simdi ¢ renklendirmesi K graft {izerinde bir Hamilton renklendirmesi ve

r,s

cw)<c(wy)<..<c(w

r+s

) i¢in V(K, )={w,w,,...,w, } olsun.

K, nin bir V, blogu derken; 1<a<f<r+s i¢in AcCV, , a>1 igin

w,, €V, ve [<r+s i¢in wy eV, sartlarim saglayan A:{Wa’wa+1””’wﬂ}

kiimesini kastediyoruz. K, nin bir V, blogunu da benzer sekilde tanimlayabiliriz.

p21ise A,A,..,A, kimeleri K,  nin farkh V, bloklandir. Oyle ki
I<i<j<p igcin w'e A, ve w"e A; igin c(w')<c(w") olur.

p=2ise K, & grafi 1<i<p-1 sartimi saglayan Vie N i¢in B,B,,...,B

s P p-1

seklindeki bloklari icerir ve w'e A, ,we B, ,w"e A

i+1

icin ¢(w')<c(w)<c(w") olur.
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K, grafi By ve B, denilen iki tane V, blogu daha icerebilir. Oyleki, ye B,
ve y'e A iken c(y)<c(y"); z€ A, ve z'€e B, iken c¢(z)<c(z') dir.

Eger p=1 ise B, ve B, den en az bir tanesi mevcuttur. Burada fe {O,l, 2}
icin K, grafi tam olarak p tane V| bloguve (p—1+1¢) tane V, blogu igerir.

Sonug olarak K, | iginde;

(I) Her ikisi de V, bloguna aitolan (r—p) tane ve birbirinden farkli {w,,w,,,}
tepe ikilileri vardir,

(2) Tam olarak ikisinden birisinin V, bloguna ait oldugu (2p—2+¢) tane ve
birbirinden farkli  {w,,w,,,} tepe ikilileri vardir,

(3) Her ikisi de V, bloguna ait olan s—(p—1+¢) tane ve birbirinden farkli

{w,,w.,} tepe ikilileri vardur.

Yukaridaki ifadeler 15181nda;

‘(1) ifadesi her ikisi de V, bloguna ait olan w, ve w,, tepelerini renkleri
(atanacak pozitif tamsayilar1) birbirinden en az (s—r+1) fark olacak sekilde
renklendirir,

‘(2)’ ifadesi tam olarak birisi V, bloguna ait olan w, ve w,, tepelerini renkleri
(atanacak pozitif tamsayilar1) birbirinden en az (s —r) fark olacak sekilde renklendirir,

‘(3)’ ifadesi her ikisi de V, bloguna ait olan w, ve w,, tepelerini renkleri

i+1
(atanacak pozitif tamsayilar1) birbirinden en az (s—r—1) fark olacak sekilde
renklendirir,

sonuglarina ulasabiliriz. Bu ifadeleri,

Y21+ (r=p)s—r+D)+QRp-2+0)(s—r)+(s—(p=1+)(s—r—-1)=(s=1)> = (r—1)* +¢

c(w

r+s
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olmasi takip eder. Buradan da hc(K, )<(s—1)’—(r—1)> ve ¢20 oldugundan,

t=0 ve he(K, )=(s— 1)> —(r—1)> oldugu sonucuna ulagilir ve ispat biter.

5.2.14. Ornek

Sekil 5.8 de bazi yildiz ve tam iki parcali graflarin minimum Hamilton

renklendirmeleri verilmistir.

4 2
3 2 2 3 2
1 5
1 3

K1,3 K2,3
4 6 2 2 2 2
1 10 1 3 5
K, K,

Sekil 5.8. Baz1 yildiz ve tam iki pargali graflarin minimum Hamilton
renklendirmeleri

Iki parcali graflarin Hamilton kromatik degerleriyle ilgili bu teoremlerin
ardindan, cevre graflarinin hamilton renklendirme degeriyle ilgili asagida teoremi de
ifade edebiliriz.

5.2.15. Teorem

n=3 icin he(C,)=n-2 dir (Chartrand ve ark., 2005a).
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5.2.16. Ornek

Sekil 5.9 da bazi cevre graflarinin minimum Hamilton renklendirmeleri

verilmistir.

C, C, C.

Sekil 5.9. Bazi cevre graflarinin minimum Hamilton renklendirmeleri

Buraya kadar Hamilton renklendirmesiyle ilgili bazi1 6nemli bilgilere yer verildi.
Bir diger soru ise, grafin tepe sayisinin bilinmesi durumunda Hamilton kromatik degeri

hakkinda neler sdylenebilecegidir. Bir sonraki boliimde bu konu ele alinacaktir.

5.3. Tepe Sayilar1 Bilinen Graflarin Hamilton Kromatik Degerleri Uzerine

Tepe sayist ne N i¢in n=3 olan baglantili graflar1 gbz oniine alalim. Bu tiir
graflarin Hamilton kromatik degerlerinin 1 olmasinin ancak ve ancak grafin Hamilton
baglantili olmasi ile miimkiin olabilecegini daha Once ifade etmistik. Simdi bir G
grafinin Hamilton kromatik degerinin 2 olabilecegini gosterelim. Sekil 5.10 da
Hamilton kromatik degerleri 2 ve tepe sayilari 3, 4 ve 5 olan biitiin graflar

gosterilmistir.
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1
1 1 li il
| i i
1 1 2 2 2
G, G, G,

1 1 1 1

X i ) 1 % i ) 1
1 2 1 2

G, G;

Sekil 5.10. Hamilton kromatik degerleri 2 ve tepe sayilar 3, 4 ve 5 olan graflar

Sekil 5.10 da verilen G, ve G, graflar1 (ve G, ve G, graflar1) gercekten de

daha genel graf smiflarinin 6zel 6rnekleridir. Ornegin n>4 igin G, _, grafi, K, _,
grafindaki u ve v tepelerinin yeni bir w tepesiyle birlestirilmesinden elde edilen bir
graf ve G,, ;=G,, (—uv olsun. Bu durumda n2=4 i¢in hc(G,, () =hc(G,, ;)=2
olur.

Ayrica tepe sayisi daha fazla olan ve Hamilton kromatik degeri 2 olan bagka

graflar da bulabiliriz. Sekil 5.11 de verilen H, ve H, graflarinin Hamilton kromatik

degerleri de 2 dir.
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1 W,
u, Vi
1 2
1 2
u, V,
w, W;
1
H, H,

Sekil 5.11. Hamilton kromatik degerleri 2 olan H, ve H, graflarn

Genel olarak n=3k>6 i¢cin H, , grafi, tepelerinin  kiimesi
V(K,.)={u,v,,uy,vy,...u,,v,} olan K,, grafina k tane yeni w,,w,,...,w, tepelerinin
eklenmesiyle ve 1<i<k kosuluna uygun olarak w, nin u, ve v, tepeleri ile
birlestirilmesiyle elde edilsin. Bu durumda k2>2 i¢in hc(H, )=2 olacaktr.
Burada H,, grafinin bir Hamilton renklendirmesi; 1<i<k iken w, ve u,
tepelerine 1 ve v, tepesine 2 tamsayilarini atamaktadir. Bu ornekler bize gosteriyor
ki, hc(G)=2 olan ve bu ¢ renklendirmesine gore atanan iki rengin her birisinin

istenildigi kadar kullanilabilecegi bir G grafi bulunabilir. Hamilton kromatik degeri 2

olan diger graflar 1<i<k olmak iizere H, , grafinda herhangi sayida w,v, ayntlarinin

silinmesiyle elde edilebilir.
Hamilton kromatik degeri 2 olan bu graf siniflarinin elde edilme sekilleri, daha

biiyiik Hamilton kromatik degerlerine sahip graflar1 elde edebilmek icin degistirilebilir.

Simdi k,ne N olmak lizere n=>2k >4 1icin n tane tepesi olan F, grafi,

K ve K graflarinin birer ayritlar1 ortak hale getirilerek olusturulmus olsun.

n—k+1 k+1
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Biz ortak ayrita uv ayrti diyelim. Sekil 5.12 de 6rnek olarak k=2 ve n=35 i¢in F,

grafinin nasil olusturulacagi gosterilmistir.

K, K, K,

Sekil 5.12. k=2 ve n=35 i¢in F, grafimin olusturulmasi

Burada n=>2k olmasim n—k+12k+1 olmasi takip eder ve ayrica

D(u,v)=n—k olur. Sudurumda c renklendirmesi F, grafinin v tepesi disindaki

biitiin tepelerine 1 tamsayisini atayacaktir. Sadece v tepesine k tamsayisini atayacaktir

ki, bu k tamsayis1 F, grafinin Hamilton kromatik degeri olacaktir. Yani
|c(u) - c(v)| +D(u,v)=(k—1)+(n—k)=n-1 oldugundan c¢ renklendirmesi F, nmn
bir minimum Hamilton renklendirmesi ve boylece hc(F,)=k olur. Ayrica

he(F, —uv) =k oldugu da aciktir. Bu ise asagidaki 6nermeyi dogurur.

5.3.1. Onerme
VknelN icin 1<k SH % ﬂ iken n tane tepesi bulunan ve hc(G)=k olan
bir G Hamilton grafi vardir (Chartrand ve ark., 2005a).

Bu 6nerme daha da genisletilebilir. Ancak oncelikle asagidaki yardimer teoremi

incelemek yararli olacaktir.
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5.3.2. Yardimci Teorem

G grafinin n tane tepesi bulunsun. H ise k tepeli ve G nin bir indirgenmis
alt grafi olsun. Eger V u,ve V(H) farkh tepeleri icin D, (u,v) 2 D (u,v)—(n—k)
kosulu saglaniyorsa hc(H) <hc(G) olur (Chartrand ve ark., 2005a).

ispat

G nin bir Hamilton renklendirmesi ¢ olsun. Ayrica ¢' renklendirmesi de ¢

renklendirmesinin H iizerindeki bir kisitlanist olsun. Simdi u,ve V(H) olmak {izere

D, (u,v) 2 D;(u,v)—(n—k) oldugundan asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz.
|c'(u) = ']+ Dy (u,v) = |c(u) = c(v)|+ Dy (u,v) = (n—k)
>2(n-)—-(n-k)y=k-1

Buradan c¢' renklendirmesinin H iizerinde bir Hamilton renklendirmesi oldugu

ortaya cikar ve boylece hc(H)<hc(c') <hc(c)=hc(G) olur.

5.3.3. Teorem

j,neN ve n=>26 igin 2<j< olmak lizere n tane tepesi bulunan bir

(n+1)
2

Hamilton grafi vardir ve bu grafin Hamilton kromatik degeri (n— j) dir (Chartrand ve

ark., 2005a).
Ispat

C, :v,v,,...,v,,v c¢evresi ve bu gevre iizerinde alinacak {vl,vz,...,v v }

=12 n

tepeleriyle bir graf elde edelim. Bu graf G =G(n, j) ile gosterilsin.
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Eger j=2 ise G=G(n,2)=C, dir. hc(C,)=n-2 oldugundan j >3 oldugunu
kabul ediyoruz. Simdi V(G) nin bir ¢ renklendirmesini asagidaki sekilde

tanimlayalim.

1 1<i<j  ise
c(w)=1{p+l i=j+p ve 1<p<n-2-j ise

n—j i=n-1,n ise

Sekil 5.13 de ¢ ve G birlikte gosterilmistir.

Sekil 5.13. G iizerindeki bir ¢* Hamilton renklendirmesi

¢’ renklendirmesinin bir Hamilton renklendirmesi oldugu aciktir. Buradan
he(G)<he(c)=n—j dir.

Simdi de hc(G)=n—j oldugunu gosterelim.
H = <{vj_l,v_i,v_i+1,...,vn}> = Cn_j+2 olsun. Buradan Teorem 5.2.15 in yardimiyla

hc(H)=n—j seklinde yazilabilir. Diger taraftan k=n—j+2 i¢cin G ve H nin



46

Yardimc1 Teorem 5.3.2 de ifade edilen sartlart sagladigimi goriiyoruz. Boylece

n— j=hc(H)<hc(G) olur ve ispat tamamlanir.

Onerme 5.3.1 ve Teorem 5.3.3 birlikte diisiiniilerek asagidaki sonuca

ulasabiliriz.

5.3.4. Sonug¢

1<k <n-2 i¢in Hamilton kromatik degeri k olan ve n tane tepesi bulunan
bir Hamilton graf1 vardir.

Biz n =3 tamsayilar icin belirli bir Hamilton kromatik degerine sahip n tepeli
bir G grafimin varligini biliyoruz. Ancak soyle bir soru akla gelebilir; Acaba n tepeli
bir grafin Hamilton kromatik degeri ne kadar biiyiikk olabilir? Bu soruya yanit
verebilmek i¢in bir grafin Hamilton kromatik degerinin grafin tepe sayisiyla iligkisini
bir iist sinir ile belirlemeye calisacagiz. Bunu yaparken ilk Once asagidaki gozlemi

inceleyelim.

5.3.5. Gozlem

ec G ayntiigcin G—e grafinin baglantili olacagi bir G baglantili grafin1 goz
Oniine alalim. G —e grafindaki farkli u ve v tepeleri i¢in, en uzun #—v yolunun ayrit
sayisi, G grafindaki en uzun u—v yolunun ayrit sayisindan fazla degildir. Buradan
G —e grafindaki her Hamilton renklendirmesi aym1 zamanda G grafinda da bir

Hamilton renklendirmesi olur. Bu gozlem asagidaki teoremi dogurmaktadir.

5.3.6. Onteorem

e€ G aynti icin G —e grafinin baglantili olacag: bir G baglantili graf1 igin,
he(G) <hc(G —e) dir (Chartrand ve ark., 2005a).

Simdi Teorem 5.2.15 ile Onteorem 5.3.6 birlikte diisiiniildiigiinde asagidaki

onerme elde edilebilir.
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5.3.7. Onerme

n>3 tepeli bir G Hamilton grafi icin hc(G)<n—-2 dir (Chartrand ve ark.,

2005a).

Boylece Hamilton graflarinin Hamilton kromatik degerleri i¢in bir iist sinira

ulagmis oluyoruz.

5.3.8. Ornek

Sekil 5.14 de bazi1 Hamilton graflar1 ve bu graflarin minimum Hamilton
renklendirmeleri verilmistir. Bu 6rnekler incelendiginde verilen Hamilton graflar i¢in

Hamilton kromatik degerlerinin Onerme 5.3.7 da verilen iist sinir1 sagladiklari

goriilmektedir.
2
1 1 1 1
1 2
1
1 1 | | 1 2

Sekil 5.14. Bazi Hamilton graflarinin minimum Hamilton renklendirmeleri

5.3.9. Tanim (En Uzun Cevre Uzunlugu)

Baglantili bir G grafi icindeki ayrit sayisi en fazla olan ¢evrenin ayrit sayisina,

G nin en uzun ¢evre uzunlugu denir ve cir(G) ile gosterilir (Chartrand ve ark., 2005a).

5.3.10. Onerme

n>4 tepeli baglantili bir G grafinda cir(G)=n—-1 ise hc(G)<n—-1 olur
(Chartrand ve ark., 2005a).
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ispat

G grafi baglantili ve cir(G)=n—1 oldugunu kabul ediyoruz. Bu durumda G

nin oyle bir H geren altgrafi vardir ki, bu H geren altgrafi; uzunlugu n—1 olan bir
cevreye bir aski ayritinin eklenmesiyle elde edilir. Teorem 5.2.8 yardimiyla

hc(H)=n-1 olur. Ardindan Onteorem 5.3.6 g0z Oniine alindiginda ise hc(G)<n-—-1

olur ve ispat tamamlanur.
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6. BAZI OZEL GRAF SINIFLARINDA HAMILTON RENKLENDIiRMESI

Bu boliimde bazi 6zel graf simiflart {izerinde Hamilton renklendirmesi ele
alinmistir. Bu kapsamda teoremlerin ispatlar1 yapilmadan ©Once gerekli olan bazi

tanimlara yer verilmistir.

6.1. Agac Graflarinda Hamilton Renklendirmesi

6.1.1. Tanim (Geren Agac)

G baglantili bir graf olsun. Eger G nin biitiin tepelerini iceren bir 7 agac grafi

mevcutsa, 7 ye G nin bir geren agact denir (Chartrand ve ark., 2005a).

6.1.2. Onerme

G baglantili grafinin bir geren agaci1 T ise hc(G)<hc(T) dir (Chartrand ve
ark., 2005a).

6.1.3. Onteorem

T grafi n=>=4 tane tepesi bulunan ve yildiz olmayan bir aga¢ grafi olsun. Bu

durumda 7 grafi bir Hamilton yolu igerir (Chartrand ve ark., 2005a).

ispat

Ispat1 n iizerinden tiimevarimla yapabiliriz.

n=4 icin agag grafi olup da yildiz grafi olmayan tek graf P, yol grafidir. Ote

yandan P, =P, oldugundan ve her yol grafi bir Hamilton yolu icereceginden

teoremdeki ifade saglanir.
Tepe sayist k—1=4 olup yildiz grafi olmayan aga¢ graflar1 icin ifadenin

dogrulugunu var sayalim.
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Simdi tepe sayis1 k olan ve yildiz grafi olmayan bir 7' agac grafim1 gbz Oniine

alalim. Bu durumda 7 grafi bir v son tepesi icerir ki 7 —v bir yildiz graf1 degildir.

Tiimevarim hipotezinden 7 —v graf1 bir Hamilton yolu igerecektir ve biz bu

yolu v,v,,...v,, ile gosterelim. v tepesi T grafinin bir son tepesi oldugundan, bu v
tepesinin v, ve v,_, tepelerinden en fazla birisine komsu olmas: gerekir. Bu
genellestirmeyi kaybetmeden v ve v, tepelerinin 7 grafinda komsu olmadiklarin
kabul edelim. Bu durumda v ve v, tepeleri T grafinda komsu olurlar ve boylece

V.V, Yy, Y, yolu T grafinda bir Hamilton yolu olur. Boylece ispat tamamlanir.

6.1.4. Teorem

T grafi n>2 tane tepesi bulunan bir aga¢c grafi olsun. Bu durumda

he(T) < (n—2)*+1 olur (Chartrand ve ark., 2005a).
Ispat

Eger T bir yildiz grafi ise Teorem 5.2.12 den dolayr hc(T) = (n—2)>+1 olur

ve ispat biter.

Bu yiizden biz T yi yi1ldiz grafi olmayan ve tepe sayis1 n =4 olan bir agac grafi
olarak diisiinelim. Onteorem 6.1.3 den dolayr 7 grafimin timleyeni yani 7T grafi
VisV,,...,v, seklinde bir Hamilton yolu igerir. Bu ise 1<i<n i¢in v, ve v,
tepelerinin 7' grafinda komsu olmamalarimi gerektirir. Buradan da 1<i<n-1 igin
D(v,,v,,,)=2 olur.

Simdi 7T grafi ilizerinde 1<i<n i¢in c(v,)=(n-2)+(—-2)(n—3) olacak
sekilde bir ¢ renklendirmesi tanimlayalim ve 1<i<j<n seklinde olsun. Bu

durumda ‘c(vl.) —c(v,)|=(j—i)(n-3) olur.

Boylece n>4 icin j=i+1 ise ‘c(vl.)—c(vj)‘+D(vi,vj)2(n—3)+2:n—1

olurken, eger j>i+2 ise ‘c(vl.)—c(vj)‘+D(vl.,vj)22(n—3)+1=2n—52n—1
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olur. Boylece ¢ renklendirmesinin 7 grafi iizerinde bir Hamilton renklendirmesi

oldugu sonucu ¢ikar. Buradan da

he(T) <hc(c)=c(v,)=(n— 2)> <(n—2)>+1 olur ve ispat tamamlanr.

Onerme 6.1.2 ve Teorem 6.1.4 birlikte diisiiniildiigiinde, bos olmayan (yani
ayritt var olan) baglantili bir grafin tepe sayisina baglh olarak Hamilton kromatik
degerinin bir kesin iist sinirini belirleyebiliriz. Bu tespiti asagidaki sonugla ifade edelim.

6.1.5. Sonug¢

G grafi n tane tepesi olan baglantili bir graf olsun. Bu durumda

he(G) £ (n—2)* +1 olur (Chartrand ve ark., 2005a).

Bu sonug ile n>2 tamsayisi i¢in asagidaki kiimeyi tanimlayabiliriz.

HC(n)={k : n tane tepesi olan bir G grafi vardir ki hc(G) =k}

Burada agiktir ki; min{HC(n)} =1 ve maks{HC(n)} =(n—2)*+1 olur.

Diger taraftan hc(n) =maks{k : 1< p<k i¢in V pe HC(n)} olur.

Onerme 5.3.10 , Teorem 5.2.12 Sonu¢ 5.3.4 ve Sonu¢ 6.1.5 birlikte

diisiiniildiigiinde n—1<hc(n) <(n—2)*>+1 yazilabilir.

Sekil 6.1 ve Sekil 6.2 de HC(4)={1,2,3,4,5} ve HC(5)={1,2,...,10} {9}

gosterilmistir. Sonug olarak hc(4)=5 ve hc(5)=10 dur.
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I, I

Sekil 6.1. 1<i<5 i¢in hc(/,)=i olan 4 tepeli I, graflar

Sekil 6.1 incelendiginde tepe sayis1 4 olan I, (1<i<5) graflari¢in hc(l,)=i

oldugunu gorebiliriz.

Sekil 6.2 de ise tepe sayisi Solan J, (1<i<10, i#9 ) graflani¢cin hc(J,)=1i

oldugunu goriiyoruz.
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J, J, J,
1 3
5
1 5
4 1
1 3
6
3
2 4
2
J4 Jj J6
5 1 3 10
2
8 A 1
)\
7 O N\
5
4
1 O
2
6
J7 J8 JlO

Sekil 6.2. 1<i<10, i#9 i¢cin hc(J;)=i olan 5 tepeli J, graflan



54

Teorem 6.1.4 de n=2 tane tepesi var olan bir 7 aga¢ grafi igin
he(T)<(n—2)>+1 oldugu gosterilmistir. Dahast bu iist smr n>3 icin
he(K,, ) = (n—2)*+1 oldugundan kesindir. Simdi yildiz grafi olmayan baglantili

graflar icin, tepe sayilarina bagli olarak Hamilton kromatik degerlerinin bir {ist sinirin1

belirlemeye ¢alisacagiz.
6.1.6. Tammm (Tamamlayic1 Hamilton Dizisi)

G grafi n=4 tane tepesi bulunan baglantili bir graf olsun. G nin tepelerinden

olusan v,,v,,...,v, dizisi, 1<i<n ic¢in D(v,,v,)=2 iken 1< j<n olacak sekilde
3j igin D(v;,v,,,)23 sartlarim saghyorsa, bu dizi G grafimin bir famamlayict

Hamilton dizisi veya basitce bir ch-dizisi olarak adlandirilir. (Chartrand ve ark.,
2005b).
Bir aga¢ grafinin barindirdig1 bir ch-dizisinin, bu agag¢ grafinin tiimleyeninde bir

Hamilton yolu oldugunu gozlemleyebiliriz.
6.1.7. Tammm (Cevresel Tepe)

G baglantili bir graf olsun. Eger ue G tepesi icin d(u,v)=diam(G) olacak

sekilde Fve G tepesi varsa, u tepesine G grafinin cevresel tepesi denir (Chartrand

ve Zhang, 2005).
6.1.8. Onteorem

T grafi tepe sayist n >4 olan ve yildiz grafi olmayan bir aga¢ grafi olsun. Bu

durumda T grafi bir ch-dizisi icerir (Chartrand ve ark., 2005b).
Ispat

Ispat1 T grafinin tepe sayis1 iizerinden tiimevarimla yapalim.

n=4 i¢in T grafi bir yol grafi olur. Bu yol v,v,,v;,v, seklinde olsun. Bu
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durumda v,,v,,v,,v; dizisinin T nin bir ch-dizisi oldugunu goriiriiz.

Simdi n =5 i¢cin T grafinda bir u cevresel tepesini goz Oniine alalim. Burada
iki durum s6z konusudur.
Durum 1: 7T-u  bir yildiz grafi olsun. v tepesi bu grafin merkez tepesi,

u,u,,...u, , tepeleri ise yine bu grafin derecesi 1 olan tepeleri olsunlar. Bu
genellestirmeyi kaybetmeden u ve u, , tepelerinin 7 grafinda komsu olduklarini
varsayabiliriz. Buradan v,u,u,,u,,...,u, , dizisi T grafinda bir ch-dizisi olur.

Durum 2: T -u  bir yildiz grafi olmasin. Tiimevarim hipotezinden 7 —u
grafinda v,,v,,...,v,_, seklinde bir ch-dizisinin bulundugunu gériiriiz. Eger u ve v,
tepeleri 7 grafinda komsu iseler v,,v,,...,v,_,u dizisi T grafinda bir ch-dizisi olur.
Aksi durumda u,v,,v,,...,v,_; dizisi T grafinin bir ch-dizisi olur.

6.1.9. Teorem

T grafi tepe sayis1 n=5 olan ve yildiz grafi olmayan bir agac grafi olsun. Bu

durumda hc(T)<(n—2)* -1 olur ve bu sinir kesindir (Chartrand ve ark., 2005b).
ispat

Onteorem 6.1.8 den dolay: T grafi, 6yle bir 1<t <n igin D(v,,v,,)>3 sartini

saglayacak v,,v,,....,v, seklindeki bir ch-dizisini igercektir. $imdi 7 iizerinde bir ¢

n

renklendirmesini

W) 1+(@-D(n-3) , 1<i<t ise
c(v,) =
l (i-1(n-3) , t+1<i<n ise

seklinde tanimlayalim. Biz ¢ renklendirmesinin G grafi {izerinde bir Hamilton

renklendirmesi oldugunu gosterecegiz.
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G grafinin 1<i< j<n igin birbirinden farkli v, ve v, tepelerini gdz Oniine
aldigimizda c(vl.)—c(vj)‘ > (j—i)(n—3)—1 oldugunu gorebiliriz.
Eger j—i>2 ise Vn=5 icin ‘c(vl.)—c(vj)‘ZZn—72n—2 olur.
Eger j=i+l ve i#t ise D(.v,)22 ve |c(v)=c(v;)|=n=3 olur.
Eger j=i+1 ve i=t ise D(v,v, )23 ve ‘c(vl.)—c(vj)‘zn—4 olur.
Bu durumlarin tamaminda D(v,,v j)+‘c(vi)—c(v j)‘ >n—1 olur ve buradan c

renklendirmesi G grafi iizerinde bir Hamilton renklendirmesi olacaktir. Boylece,
he(e)=c(v))=(n-1)(n-3)=(n- 2)>—1 olur ki, bu ifadeyi de hc(T)<(n—2)* -1

olmasi takip eder.

Simdi de bu iist sinirin kesinligini gosterelim. 7' grafi n>35 tane tepesi olan ve

K, ,_, yildiz grafinin bir ayritinin yeniden boliinmesiyle elde edilen bir agag¢ grafi olsun.
Biz hc(T')=(n-2)"-1 oldugunu iddia ediyoruz. Simdi V(T ") ={v,,v,,...,v,} ve ¢
renklendirmesi T' \lzerinde bir Hamilton renklendirmesi olsun. Burada n2=35
olmasini 7' nin bir yol grafi olmamasi ve bdylece T' deki hicbir tepe ciftinin bir
Hamilton renklendirmesine gore ayni renge sahip olmamasi takip eder. Buna dayanarak
I=c(v,))<c(v,)<..<c(v,) oldugunu varsayalim.

Oncelikle ) D(v,,v,_)<2n-1 (*)

i=2

oldugunu gdsterecegiz. Bunun i¢in D ={D(v,,v,,) : 2<i<n} tekrarh kiimesini
tanimlayalim. Bu kiimenin elemanlarindan en fazla iki tanesinin 3 oldugunu,
digerlerinin 1 ya da 2 oldugunu gorebiliriz. Simdi u,ve V(T") alalim, 6yle ki u tepesi
T' wyidizinin bir merkezi, v tepesi de T' yildizinin aski tepesi iken, 7' grafinda
D(u,v)=2 olsun. Simdi v, =u ,v,=v yada v,=u,v, _, =v olup olmamasina gore

iki durumu g6z oniinde bulunduracagiz.
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Durum 1 : v,=u ve v,=v olsun. Bu durumda 2 kiimesindeki

elemanlardan en fazla bir tanesinin 3 oldugunu, digerlerinin 1 ya da 2 oldugunu

gorebiliriz. Buradan Z D,,v,_)<3+2(n—2)=2n-1 yazlabilir.

i=2

Durum 2 : v,#u veya v, #v olsun. Budurumda 2< ;j<n olmak iizere
dje Z igin {vj,vj_l} ={u,w} olur ve . weV(T")—{u,v} dir. Béylece D(v,,v, ) =1
olur. D—{d (v,,v j_l)} kiimesindeki elemanlardan en fazla iki tanesinin 3 oldugunu,

digerlerinin 1 ya da 2 oldugunu gorebiliriz. Buradan da
Z D(v,,v, ) <14+234+2(n-4)=2n-1 oldugu acgiktir. Bdylece (*) esitsizliginin
i=2

saglandigi goriiliir. 2<i<n sartini saglayan VieZ icin

c(v,))—c(v,_,)=2(n—-1)—D(v,v, ) olacaktir. Bu ifade kullanilarak (*) esitsizliginden
c,) 2 (n=1>=Y D, v,_)+c)
i=2

>(n-1)>-Q2n-D+1=n-2)" -1
elde edilir ve ardindan hc(T'")>(n—2)>—1 seklinde yazilabilir. Buradan n2>35 tane
tepesi bulunan ve yildiz olmayan T aga¢ grafi icin  hc(T)<(n—-2)"-1 ve

he(T')=(n—-2)>—1 olur. Boylece ispat biter.

Onerme 6.1.2 de, baglantih bir G  grafimn, bir T  geren agaci icin

hc(G) <hce(T) oldugu ifade edilmistir. Agiktir ki, eger G baglantili grafi n =4 tepeli

ve yildiz grafi degilse, G grafin1 geren bir aga¢ grafi, yildiz grafi olamaz. Bunun i¢in

Teorem 6.1.9 u asagidaki sonug takip eder.

6.1.10. Sonuc¢

Tepe sayis1 n>5 olan ve hc(G)=(n—2)* sartin1 saglayan bir baglantih G
graft yoktur. Dahas1 eger G grafi tepe sayisi n =5 olan ve yildiz grafi olmayan bir

baglantili graf ise hc(G) < (n—2)> —1 olur (Chartrand ve ark., 2005b).
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Sonu¢ 6.1.5 de bos olmayan baglantili bir G grafi icin hc(G) < (n—2)> +1
oldugu ifade edilmisti. Ayrica n=35 tane tepesi bulunan baglantili bir G grafi i¢in
he(G)=(n-2)* olamaz. Sonu¢ 6.1.10 deki ifade n>5 igin bu gerceklerin bir

uzantisidir.

6.2. Maksimum De-tour Uzakh$ g Olan Graflarda Hamilton Renklendirmesi

Tepe sayist n=5 olan baglantili bir G grafi ve bu grafin tepelerinden olusan

n—1
siralamasi icin D(0) = ZD(vl.,v

i=1

OV, Vysees V), ) ve D(G)=maks{®(o)} seklinde

tanimlayalim.

Asagidaki teorem ile bir G grafinin tepe sayisina ve #(G) ye bagh olarak

Hamilton kromatik degeri i¢in bir alt sinir belirlenmistir.
6.2.1. Teorem

G grafi tepe sayist n=5 olan baglantili bir graf olsun. Bu durumda

he(G) = (n—1)* +1-D(G) olur (Chartrand ve ark., 2002).
6.2.2. Tannom (DB (%j grafi)

Tepe sayisi n olan baglantili bir G grafi i¢in tepeler arasindaki maksimum detour

uzakligt maks{D(u,v) : u,ve V(G) ve u#v} Sg seklinde olsun. Basitce bdyle bir

G grafl, maksimum detour uzaklig % olan bir graf veya kisaca DB (gj grafi olarak

adlandirilir.

Dahast G nin tepelerinin bir  o: v,,v,,...,v, siralamasi i¢in, ¢, bagmtisini

n

V(G) kiimesine pozitif tamsayilarin, 1<i<n-1 iken VieZ igin c, (v,)=1 ve
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c,(v,)—c,(v,)=(n—-1)=D(v,,v,,) seklindeki bir atamasi olarak tanimlayalim (Shen

ve ark., 2008).

Simdi yukaridaki tanimin da yardimiyla DB z grafi olan bir G grafi i¢in
2

asagidaki teoremleri ifade edelim.

6.2.3. Teorem

G grafi tepe sayist n=>4 olan bir DB (gj grafi olsun. Bu durumda, herhangi

bir o swralamasi i¢in ¢, renklendirmesi G grafinin bir Hamilton renklendirmesidir

ve hc(c,)= (n—1*+1-D(o) dir (Shen ve ark., 2008).
Ispat

O:V,,V,,...,v, swralamast G grafinin tepelerinin bir siralanist olsun. c,

renklendirmesinin tanimindan agiktir ki, 1<i<n-—1 seklindeki VieZ ve j=i+1

i¢in |c, (v;)—c,(v)|+ D(v;,v;) 2(n—1) olacakur.

j—i=2 oldugunu varsayalim. G grafi bir DB(%) grafi oldugundan,

60 =€) = X (€, () =€, () = X (1=1= D(v,, )

n—

5 2 >n—-2 yazabiliriz.

< nooo..
2> (n=1-2)=(j-i)
= 2
D(v;,v;)21 olmasini ‘cg (v))—c, (vi)‘ +D(v;,v;)2n—1 seklinde olmasinin

takip edecegine dikkat edelim. Boylece ¢, renklendirmesi G iizerinde bir Hamilton

renklendirmesi olur. Buradan da,

he(e,)=c,(v,)=c,(v))+(n —1)> - nz_ll D(,,v,,)=(n ~1)*+1-D(o) olur.

i=1



60

6.2.4. Teorem

G grafi tepe sayist n=>=5 olan bir DB(%) graft  olsun.

he(G)=(n-D*+1-D(G) ve D(o)=D(G) sartim saglayan herhangi bir o
siralamasi i¢in he(e,) =he(G) dir. Yani ¢, renklendirmesi G iizerinde bir minimum

Hamilton renklendirmesidir (Shen ve ark., 2008).
Ispat

O V,v,,...,v, tepeler dizisi i¢in #(o)=%?(G) olsun. G nin herhangi bir ¢
Hamilton renklendirmesi i¢in  hc(G) < he(c) olduguna  dikkat edilirse,
he(G) <hc(c,)=(n— 1) +1-D(0)=(n—-1>+1-D(G) olacagina Teorem 6.2.3 den
ulagilabilir.

Diger yandan Teorem 6.2.1 yardimiyla (n—1)°+1-2(G)<hc(G) yazlabilir.

Boylece hc(G)=(n—1)>+1-D(G) ve he(c,) =he(G) olur.

6.3. Tirtil ve Cift Merkezli Yildiz Graflarinda Hamilton Renklendirmesi
6.3.1. Tanim (Tirtil Graf)

Bir agac grafi asagidaki ozellikleri tasimasi durumunda C #irtil grafi olarak

adlandirilir.
C urtl graf1 s,,s,,...,s, yolunu igerir. Bu yola C tirtil grafimin omurgasi denir.
Grafin omurgasindaki i¢ tepelerle komsu olan tepelerin olusturduklar1 ayritlara C firtil

grafimn bacaklar: denir. Eger i=2,3,...,m—1 icin deg(s,)=d ise bu tirtil grafi

C(m,d) ile gosterilir. Sekil 6.3 de C(m,d) graf1 gosterilmistir. (Shen ve ark., 2008).
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Sekil 6.3. C(m,d) trtl grafi

Asagidaki teorem m>3 ve d23 ig¢in hc(C(m,d)) yibelirlemektedir.

6.3.2. Teorem

n,de 7" i¢in n>3 ve d 23 olmak iizere,

ﬁ (11—2)2+ﬂ m tek ise
he(COm.d)) =] 242

ﬁ (n—2)*+1 m cift ise

2d-2 ¢

olur. Ayrica burada n= ‘V (C(m, d))‘ =m+(m-2)(d-2) degeri C(m,d) grafinin
tepe sayisini gosterir (Shen ve ark., 2008).
ispat

C(m,d) igin m=3 ve d=3 ise n=4 ve C(m,d)=K,; olur. n>3 igin

he(K,, ) =(n—-2)*+1 sonucundan hc(K ;) =5 olur. Difer taraftan d =3 ve n=4

(_20" -3 (n—2)*+ a+l ; 1) =5 olur. Burada teoremin saglandig1 goriilmektedir.
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Kabul edelim ki m >3 veya d >3 olsun. Bu durumda n =‘V(C(m,d))‘ >5

olur. C(m,d) nin tanimindan maks{D(u,v): u,veV(C(m,d)) ve uiv}sg

oldugu kolayca goriilebilir. Yani C(m.d) bir DB (%j grafidir. Teorem 6.2.4 den

dolay1 bizim sadece 2(C(m,d)) degerini belirlemeye ihtiyacimiz vardir.
i=L2,.,n—1 i¢cin C(m,d) grafimin tepelerinin herhangi bir o: v,v,,...,v,

siralanis; v, tepesinden v,,, tepesine P, yolunu gosterir. Burada iki durum soz

konusudur.

Durum 1 : m tek olsun.

m=2k+1 ve x, tepesi C(m.d) grafimin omurgasinin merkez tepesi olsun. Bu

durumda iki iddia vardir (Sekil 6.4 incelenebilir).

Uy Uea—s  Upir Ui a2 Ursoy Uir g Uper Usp g

-/

5 Sy Sk X (8;41) Sie2 Sk Skl

Sekil 6.4. m=2k+1 icin C(m,d) tirtil grafi

Iddia 1 :
C(m.d) grafimin tepelerinin herhangi bir o: v,v,,..,v, swralamasi igin
D(0)<2(d-1)k(k+1)-2d +4—(D(v,,x)+D(v,,x,)) olur. Dahasi eger

i=1,2,...,n=1 i¢in x,eV(FP,,,) ise esitlik saglanir.
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Gergekten herhangi  bir i=12,.,n—1 i¢in eger x,eV(P,,) ise
D(v,,v,,,)=D(,,x,)+D(x,,v,,) olur. Diger taraftan D(v,,v,,) < D(v,,x,)+ D(x,,v,,,)

dir. Bundan dolayi,

n—1

D(0) =) D(v,,v,,,)

i=

—_

n—

< ZI(D(vl.,xO)+D(XO,V,-+1))

1

=2 iD(V[,xo)_(D(V17x0)+D(vn’x0))

=2(2(d =Dk +2(d -D)(k=1D)+...+2(d =1)2+d)—(D(v,, x)) + D(v,,x,))

=2(d —Dk(k +1)=2d +4—(D(v,, x,) + D(v,.x,))

veeger Vi=12,.,n-1 icin x,€ V(P

Vi) 1se esitlik saglanir.
Iddia 2 :

C(m.d) nin tepelerinin Oyle bir o VisVyyeensV siralanis1  vardir ki,

n

w=x, , v,€EN(x,)) ve Vi=l2,..n-1 i¢in x,eV(F,) sartlart saglandiginda
D(c")=D(C(m,d))=2(d-Dk(k+1)-2d +3 olur.

Aslindaeger o: v,v,,...,v, swalams1, Vi=12,.,n—-1 i¢cin x,eV(P,,,) ve

n ii+

D(v,,x,)+D(v,,x,) degerini minimum yapan bir siralanist ise 2/(0) =2 (C(m,d))
olur. Agiktir ki herhangi bir o: v,v,,...,v, swalamst icin D(v,,x,)+D(v, ,x,) =1

olur. Ayrica v, =x,, v,e N(x,) ve Vi=L2,.,n-1 ic¢cin x,eV(P,,,) sartlarim

ii

saglayan herhangi bir o: v,,v,,....,v, swalamsi, D(v,,x,)+D(, ,x,)=1 sartim1 da

n
saglar.

C(m.d) nin yapisindan dolay1, v,=x,, v,€ N(x,) ve Vi=12,.,n—1 i¢in
- . *
x,€V(F,,) sartlarini saglayan bir 0 @ Xy =858, 81U s Unpseeos U g o5 Uy 425

Spks Sas Uy s Magseees Uy ga sl g3 S Sio U 15 Ut 2 i g (€ N(%))  siralamist
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vardir. Buradan yukaridaki o icin D(v,,x,)+D(v, ,x,) =1 ve
D0 )=D(C(m,d))=2(d -Dk(k+1)—2d +3 olur.
n=2k+1+2k-1)(d-2)=2(d-1)k—d+3 oldugundan Teorem 6.2.4 ile,
he(C(m,d))=he(c ) = (n=1’+1-D(C(m,d))
=(n-1"+1-(2(d —Dk(k+1)—2d +3)

=Or4f+1—@n+d—$(”+d_3+Q—2d+3j

2(d -1)

2

2d -3 , d+l1
=202 "7

yazilabilir ve bdylece 1.durum i¢in ispat tamamlanmis olur.

Durum 2 : m cift olsun.

m=2k ve x, ile y, tepeleri C(m.d) grafinin omurgasinin merkez tepeleri

olsunlar (Sekil 6.5 incelenebilir). Bu durumda da iki iddia vardir.

Uy Upygo Wy Wesranr Wi Ueyo Wy Wignar Ukinn Uiina— Yoroin Uokora—2

—/ -/

S Sy Sk-1 X, (s¢) Yo(S) Si+2
Sekil 6.5. m=2k icin C(m,d) trtil grafi

[ddia 3 :
C(m.d) grafimn tepelerinin herhangi bir o: v,v,,..,v, siralamasi igin

D(0)<2(d-1).k*-2d +4—(D(v,,x,)+ D(v,,x,)) olur. Dahast eger Vi=12,...,n—1

icin x,y,€ E(F,,,) ise esitlik saglanir.
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Gergekten Vi=12,..,n-1 icin eger Xy, € E(B,,)) ise

D(v,,v,,,)=D(,,x,)+D(x,,v,,) olur. Diger taraftan D(v,,v,,) < D(v,,x,)+ D(x,,v,,,)

dir. Bundan dolayi,

n—1

D(0) =) D(v,,v,,)

i=

—_

n—

< ZI(D(vl.,xO)+D(X0,V,-+1))

1

=2 iD(v[,xO)—(D(VI,XO)"‘D(Vn’xo))

=2((d -1)(k=1)+(d =)k —2)+(d =1)(k =3) +...+(d =1).1+
+(d Dk +(d =Dk =1)+...4(d -1)2+1)=(D(v,, x,) + D(v, . x,))
=2(d —k> =2d +4—(D(v,,x,)+ D(v, . x,))

veeger Vi=12,.,n-1 i¢in x,y,€ E(F,,,) ise esitlik saglanir.

1

Iddia 4 :

C(m.d) nin tepelerinin Oyle bir o Vs Vy,...,v,  siralamist vardir ki,
w=x, , v, =y, ve Vi=L2,..,n-1 i¢cin xy,€E(P, ) sartlarn saglandiginda
D0 )=D(C(m,d))=2(d-1)k>-2d +3 olur.

Gergekten eger o: v,,v,,...,v, siralanist, Vi=1,2,...,n—1 i¢in x,y,€ E(F_,,)
ve D(v,,x,)+D(v,,x,) degerini minimum yapan bir siralanis ise 2(0) =D (C(m,d))
olur. Agiktir ki herhangi bir o: v,,v,,...,v, swralams1 i¢in  D(v;,x,)+D(v, ,x,) =1
olur. Ayrica v, =x,, v,=y, ve Vi=12,.,n-1 icin x,y,€ E(F,,) sartlarin

saglayan herhangi bir o: v,v,,..,v, swralamsi, D(v,x,)+D(,,x,)=1 sartin1 da

saglar.
C(m.d) nin yapisindan dolayi, v, =x,, v, =y, ve Vi=L2,..,n-1 igin

o . *
X, Yo € E(F,,,) sartlarini saglayan bir 0 @ X, = 8,585, 81, Uy s Unpseees Uy g_gs Uy g gsess

Sok_1s82sUnp o 1o UzyseesUop o g ooz g n5eees Sppos Sp_po Uppq 1o Uy 5o Uiy g0 sy 4255k = Yo
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siralamgt  vardir. Buradan yukandaki o i¢in  D(v,x,)+D(v,,x,)=1 ve
D6 )=D(C(m,d))=2(d-1k>-2d +3 olur.

n=2k+2k-2)(d-2)=2(d -1)k—2d +4 oldugundan Teorem 6.2.4 ile,
he(C(m,d))=he(c ) = (n=1*+1-D(C(m,d))

=(n-1°+1-2(d -1)k* =2d +3)

:Or&f+1—@n+2d—®(ﬁizi:ij—2d+3j
2(d —1)

_2d-3
2d -2

(n-2)"+1

yazilabilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
6.3.3. Gozlem

Teorem 5.2.12 de yildiz graflari i¢in K, | nin Ozel bir durumu olan K, igin
he(K, ) =(n-2)"+1 oldugu gosterilmistir. Bu sonuca Teorem 6.3.2 yardimiyla da

ulagilabilir. Gergekten de K, , =C(3,n—1) oldugundan;

he(K,, ) _20=D3 e 02t olur (Shen ve ark.,
’ 2(n—1)-2
2008).
6.3.4. Ornek
C(7,5) trtil grafi i¢in bir ¢ minimum Hamilton renklendirmesini bulalim.
Coziim

Burada m=7 ve d=5 oldugundan, n=m+(m—-2)(d—-2)=22 ve

hqothcajn=§§Z;ﬁ—m%¢%i=%2m+g=3$«swﬂa6mwmmMM)
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C(7,5) urtil grafinin tepelerinin =~ 2(o")=?(C(7,5))  kosulunu saflayan bir

.
O 18,5875 815 Ugys Uy s Ugy s Uny s Uy s U3 S Sy Usys Usys Usy s Usy s Usy s Uss s Sy S35 Uy 5 Uy 5 Uy

siralanigt vardir ve ¢ =c_. dir.

64 94 124 191 225 259 315 334 353 174 208 242 49 79 109

Uy Uy Uy Uy Uz Usy Uy Uy Uy Us, Us, Us;  Ug Ug Uy
5, S, s, s, s Se s
34 157 296 1 277 140 19

Sekil 6.6. C(7,5) grafinin bir minimum ¢ Hamilton renklendirmesi

6.3.5. Tammm (Cift Merkezli Yildiz Graf)

Bir ¢ift merkezli yildiz graft K,(n,,n,) ile gosterilir ki; bu graf K, tam grafina
n, ve n, gibi aski aynitlarinin eklenmesiyle elde edilir. Sekil 6.7 de K,(n,,n,) grafi

gosterilmistir (Shen ve ark., 2008).

Sekil 6.7. K, (n,,n,) grafi
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6.3.6. Teorem

K,(n,,n,) grafi ¢ift merkezli bir yildiz grafi olsun. Eger 2<n <n, ise

he(K,(n,,n,))=(n,+n,)> =2n,+1 olur (Shen ve ark., 2008).
Ispat

Durum 1: n,=n,22 olsun. Bu durumda K,(n,,n,)=C(4,n +1) dir. Yani
m=4, d=n+123 ve n=|V(K,(n.n,))|=2n+225 olur. Boylece Teorem 6.3.2

den hc(K,(n,n,))= 2m, 1

(2n)’ +1=4n’ =2n,+1=(n, +n,)* =2n,+1 ifadesi elde
n

edilir.

Durum 2:  n, >n, 22 olsun. Bu durumda K,(n,n,) nin yapisindan dolay1

nz‘V(Kz(nl,nz))‘znl+n2+227 ve maks{D(u,v): u,ve V(K,(n,n,)) , uiv}sg

oldugunu agikga gorebiliriz. Yani K,(n,,n,) bir DB (gj grafidir.

Teorem 6.2.4 den dolay1 bizim sadece 2(K,(n,,n,)) nin degerini belirlemeye
ihtiyacimiz vardir. K, (n,,n,) nin tepelerinin herhangi bir o: v,,v,,...,v, siralanisinda;
Vi=12,.,n-1 igin 1<D(v,v,,)<3 oldugu goriilebilir.

Simdi  T,={(v,,v,,): D(v,v,)=3, i=1,2,..,n—1} kiimesini tanimlayalim.

K,(n,,n,) grafinin yapisindan dolay1 |T3| <2n, esitsizligi saglanir.

Eger |Tj|=2n, ise,
maks { ¥(0): 0, V(K,(n,n,)) nin bir siralamsidir} =3.2n, +2(n, —n,) +1
=4n, +2n, +1

* .e . .
olur ve O 1 Y, X, ¥ysXnseees Vo s K> Vst Yis20eees Yoy s Koo Yo OYle bir siralamistir ki;

n-l
IT,|=2n ve D(6")=) D(®,v,,)=4n+2n,+1 sartlarin saglar.
i=1
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Eger |T3|<2nl ise,

maks .\, { D(o): o0, V(K,(n,n,)) ninbir snalamsldlr} =2+432n, —1)+2(n,—n, +1)

=4n, +2n, +1

olur ve O 1 Yo, Xy, YisXys Yoseos Xy s Vs Voo Yasaos Yo, » Xo - Oyle bir siralamstr ki;

n—1
|T3| <2n, ve V(o )= Z D(v,,v,,)=4n,+2n,+1 sartlarim saglar.
i=1

Boylece;
D(K,(n,,n,))=maks {2(0) : o, V(K,(n,n,)) nin bir siralanisidir} = 4n, +2n, +1

seklinde yazabiliriz ve Teorem 6.2.4 yardimiyla,

he(K,(n,n,)) =((n,+n,+2)—1)* +1-D(K,(n,,n,))
=(n +n, +1)> +1—(4n, +2n, +1)

=(n,+n,)’ +2n +1 sonucuna ulasiriz ve ispat biter.
6.3.7. Ornek

K,(3.,5) cift merkezli yildiz grafi i¢in bir ¢ minimum Hamilton

renklendirmesini bulalim.
Coziim

Burada n, =3 ve n,=5 oldugundan, n=n,+n,+2=10 ve
he(e) =he(K,(3,5)) = (n,+n,)* —2n, +1=8>-2.3+1=59 (Sekil 6.8 incelenebilir)
K,(3,5) grafinin tepelerinin 2(c") =2(K,(3,5)) kosulunu saglayan bir

O 1Y Xs Yy Xys Vs Xy Vg V5o Yy VEYA O 1 Yo, X, VX, Vs Xys Vs, Yy Vsa X Siralanist

vardir ve c=c. dir.
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32 52

45

38

26

X, 8 ¥V 14

Sekil 6.8. K,(3,5) grafimin minimum ¢ Hamilton renklendirmeleri
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7. TARTISMA ve SONUC

Hamilton Renklendirmesini baska graf siniflarina da uygulamak miimkiindiir ve
bu uygulamalarda baz1 6zel sonuclara da ulagilabilir. Ornegin 6zel bir graf sinifi olan

genellestirilmis Petersen graflar tizerinde Hamilton renklendirmesi ele alinabilir.
7.1. Tammm (Petersen Grafi)

Petersen grafi, tepe sayist 10 olan 3-diizenli bir graftir (Chartrand ve Zhang,
2005). Ayrica tepeleri kiimesi V ={u,,u,,u;,u,,u5,v,,v,,v,,v,,v5} ve ayritlar kiimesi de
E = {1ty thy Uy Uy U U U UV, UV UV UV, s UV, Y,V ViV, VoV, Vy Vs, VaVs | dir.

Sekil 7.1 de Petersen graf1 gosterilmistir.

Sekil 7.1.  Petersen Grafi

7.2. Tamm (Dis Cevre, ic Cevre)

Sekil 7.1 de gosterilen Petersen grafinda C':u,,u,,u;,u,,u,,u, g¢evresine

Petersen grafinin dis cevresi, C" :v,,v;,vs,v,,v,,v, cevresine ise Petersen grafinin i¢

cevresi denir (Chartrand ve Zhang, 2005).
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Petersen grafi icerisinde bir¢ok ¢evre barindirir. Ancak bu cevrelerden hig birisi
biitiin tepeleri iceren bir cevre (Hamilton cevresi) degildir. Boylece Petersen grafinin bir

Hamilton grafi olmadigini soyleyebiliriz.

7.3. Teorem

Petersen grafi bir Hamilton grafi degildir (Chartrand ve Zhang, 2005).

ispat

Petersen grafina kisaca PG diyelim ve bir Hamilton grafi oldugunu varsayalim.
Bu durumda PG tam olarak 10 tane ayrit1 bulunan bir Hamilton ¢evresi i¢erecektir ve bu

cevre de C olsun.

PG nin her bir tepesi ile komsu olan {i¢ ayritindan ikisinin C c¢evresine ait
olmasi gerekir. C c¢evresi 1<i<5 i¢in u,v, ayntlarinin bes tanesini de igerebilir,
bazilarini icerebilir veya hicbirisini icermeyebilir. Bu nedenle C c¢evresinin en az bes
ayritt C' yada C" ¢evrelerinden birisine aittir. Boylece C' cevresi yada C" ¢evresi,

C cevresindeki en az ii¢ ayrit1 igerir. Bu genellestirmeyi bozmadan C' ¢evresinin C

cevresindeki i¢ ayriti icerdigini kabul edelim.

Hicbir cevre grafimin alt grafi olacak sekilde bir c¢evre grafi
bulunamayacagindan, C' cevresinin bes ayritinin da C ¢evresinde bulunamayacagi
aciktir. Kabul edelim ki, C ¢evresi C' gevresinin u,u , usu, , uut, , u,u, seklindeki
dort ayritini icersin (Sekil 7.2 (a) incelenebilir. Burada PG nin kesik ¢izgili ayritlarinin
C c¢evresine ait olamayacagina dikkat edelim). Ancak bu durumda C c¢evresi
u,v, ,u,v, ayritlarinin yaninda vv; , vy, ayritlarini da icermek zorundadir (Sekil 7.2
(b) incelenebilir). Fakat bu durum C cevresinin sekiz ayrittan olusan bir cevre

icermesini gerektirir ki, bu imkansizdir.
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(a) (b)

Sekil 7.2.  C' cevresinin tam dort ayritin1 i¢ceren C ¢evresi

Geriye C cevresinin C' cevresine ait tam olarak ii¢ ayrit1 icerdigini gostermek
kaliyor. Bu durumda iki olasilik vardir. Bunlardan birincisi, C' c¢evresinin C cevresine
ait iic ayntmin, C' cevresinde birbiri ardinca siralanmasidir. Ikincisi ise, C'
cevresinin C cevresine ait ii¢ ayritinin, C' ¢evresinde birbiri ardinca siralanmamasidir.

Bu iki durum Sekil 7.3 (a) ve Sekil 7.3 (b) de gosterilmistir.

\
\ 1
“O Q O O"
\ 1
\
\

1
U

O O

u, Uy u, Us

(a) (b)

s N
s N
s N

Sekil 7.3.  C' cevresinin tam {i¢ ayritini iceren C cevresi
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Sekil 7.3 (a) daki durum, C cevresi iizerinde yer alan u, tepesine komsu olan
yegane ayritin u,v, olmasim gerektirdiginden imkansizdir. Benzer sekilde Sekil 7.3 (b)
deki durum, C c¢evresinin daha kiiglik bir ¢evre olan  u,,v,,v,,v;,u;,u, ¢evresini

icermesini gerektirir ki, bu durum da imkansizdir.

Dolayisiyla iddia edildiginin aksine Petersen grafi bir Hamilton grafi degildir.

7.4. Tammm (Genellestirilmis Petersen Grafi)

n>3 i¢in 1<k<n-1 olmak iizere, 2n tane tepesi olan bir genellestirilmis

Petersen grafi P(n,k) ile gosterilir.
P(n,k) grafinin tepeler kiimesi V (P(n,k))={u, , v, : 0<i<n-1} ve ayntlar

kiimesi E(P(n,k))={uu,,, , wy, , vv,, :0<i<n-1} seklindedir (Chunling ve ark.,

i+l 2 TNV ViVitk
2009).
7.5. Ornek
P(5,1) ve P(5,2) graflarinin tepelerinin ve ayritlarinin kiimeleri asagida
verilmistir.

V(P(S’l)) :{”0’”1’uz’us’”4"’0"’1"’2"’3"’4}

E(P(5,1) ={utgi;, i1ty 1ty Uty 1o VoY1, Vi, VoV, VsV, ViV Vo, UV U Vy sV, U, )

V(P(S’ 2)) :{uo’“1’”2’“3’“4"’0"’1"’2"’3"’4}

E(P(5,2)) ={ugu;, iy, sty sl Ul VoV, ViV V3V V3V, VeV Vs Vi, UV, sV, UV, )

Ayrit ve tepelerinin kiimeleri verilen bu graflar Sekil 7.4 de gosterilmigtir.
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P(5,1) P(5,2)

Sekil 7.4.  P(5,1) ve P(5,2) graflar
7.6. Gozlem

Tanim 7.1 de ifade edilen Petersen grafinin P(5,2) grafi ile es oldugunu
gorebiliriz. Ayrica P(5,1) ile P(5,4) graflar1 ve benzer sekilde P(5,2) ile P(5,3)
graflar1 da es graflardir.

Bunun yaninda P(5,1) ve P(5,4) graflartile P(5,2) ve P(5,3) graflari izomorf

graflardir. Yani bu graflarin ayrit sayilari, tepe sayilari, ¢cevre sayilar1 ve dereceleri ayni

olan tepelerinin sayilar esittir.

7.7. Onerme
n tek say1 olmak iizere, n>3 igin hc(P(n,1))=1 dir.
ispat
Gozlem 5.2.9 da baglantili bir grafin Hamilton kromatik degerinin 1 olabilmesi

icin grafin Hamilton baglantili olmas1 gerektigi ifade edilmistir. Boylece dnermedeki

ifadenin dogrulugunu gostermek i¢in n =3 tek sayis1 i¢cin P(n,1) grafinin Hamilton
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baglantili oldugunu gostermek gerekmektedir. P(n,1) grafinin tepe ve ayritlarinin

kiimesini;

V(P(n,1)) ={utg 1ty Uyseees 3 Vs Vys Vaseoes V4 |

E(P(n,1) ={uglty s Uyt yeeoythy 5U, U, Uy VoVys ViVaseees Vi aVits Vi Vo gV s Uy Vysees iy Vo }

seklinde ifade edebiliriz. Sekil 7.5 de P(n,1) grafi gosterilmistir.

Sekil 7.5. P(n,1) grafi

Simdi V (P(n,1)) kiimesinden segilecek herhangi iki tepe arasinda E(P(n,1))
kiimesinden uygun sekilde secilecek ayritlar ile bir Hamilton yolu (grafin biitiin
tepelerini igeren bir yol) bulundugu goriilebilir. Ornegin komsu olmayan v, ile u,
tepeleri arasindaki  Hamilton  yolu v, u,,uy, vy, V, s, s U, 55V, 5seeeslis, V3,V U,y
seklindedir. Diger taraftan komsu olan v, ile u, tepeleri arasindaki Hamilton yolunu

da v,v,,v _,,v V3 Vo Uy, Uy, U, Uy, 1, seklinde belirleyebiliriz. Boylece n=>3

n—-1°"n-2°"*
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tek sayist i¢cin P(n,1) grafimin Hamiton baglantili oldugu ve buradan Gozlem 5.2.9

yardimiyla teoremdeki kosullar alinda hc(P(n,1))=1 oldugu gériilmektedir.

7.8. Ornek

Sekil 7.6 da P@3,1), P(5,1) graflarn ve bu graflarin minimum Hamilton

renklendirmeleri verilmistir.

1
O

P@3,1) P(5,1)

Sekil 7.6. P(3,1) , P(5,1) graflarinin minimum Hamilton renklendirmeleri

7.9. Sonucg

n ¢ift say1 olmak iizere, n>3 icin hc(P(n,1)) degerini aragtirmak kuskusuz
daha uzun bir c¢alisma yapmay1 gerektirecektir. Ciinkii bu durumda P(n,1) grafi

Hamilton baglantili bir graf olmayacaktir ve biitiin tepelere ayni rengin atanmasi

miimkiin degildir. Bir 6rnek olusturmasi agisindan Sekil 7.7 deki P(4,1) grafinin
minimum Hamilton renklendirmesi incelenebilir. Burada hc(P(4,1))=4 oldugu

goriilmektedir.
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Sekil 7.7. P(4,1) grafinin minimum Hamilton renklendirmesi
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