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OZET

GRAFLARDA PARCALANISLI USTUNLUK SAYILARI UZERINE
EDIiZ, Siileyman
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damgmant: Yrd. Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR
Ekim 2010, 30 sayfa

Bir G grafinin tepeleri kiimesinin iki renk sinifina pargalanisi varsa, bu G grafi
2-parcalanigh graftir. Bu tepelerin bir smifi kirmiziyla diger sinifi da maviyle
renklendirilir. F, belirli bir v mavi tepesini kok kabul eden iki parcalanish bir graf
olsun. Bir G grafimin F istiinlik sayisi, G nin tepelerinin bir  kirmizi-mavi
renklendirmesinde G nin kirmizi tepelerinin minimum sayisidir 8yle ki G nin her v mavi
tepesi, kokii v olan F nin bir niishasina aittir. F={Fi,...,F} olsun. Burada F: , 1<i<k ,
belirli bir v mavi tepesini kok kabul eden iki pargalamishi graftr. Bir G grafimiin F
tistiinliik sayisi, G nin tepelerinin bir kirmizi-mavi renklendirmesinde G nin kirmizi
tepelerinin minimum sayisidir 0yle ki G nin her v mavi tepesi kokii v olan Fi nin en az
bir niishasina aittir. Bu calismada F, 2-parcalanigh  6-cevre grafi olmak iizere
prizmalarin F-iistiinliik sayist incelenerek konuyla ilgili bir genellestirme teoremi ispat
edilmistir. Ayn1 zamanda F , 2-parcalanislt 3-yol graflarinin iki tepesi kirmizi olan bir
ailesi olmak iizere bir grafin F —iistiinliik sayilar1 ile 2-gokkusag iistiinliik sayilari
arasindaki iliski belli graf simiflar1 ve rastgele secilmis bazi graf siiflar1 icin
incelenerek, herhangi bir birlestirilmis G grafi icin 2-gokkusagi iistiinliik sayismnin, F -
iistiinlilk sayisina esit yada J —iistiinliik sayisindan bir fazla oldugu tahmininde

bulunulmustur. Bunlara ilaveten bir grafin  F -iistiinliik sayilar1 ile bu grafin

maksimum derecesi ve mertebesi arasindaki iliski incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: 2-Gokkusagi {iistiinliikk sayisi, 2-Parcalanigh {istiinliik sayisi,

Prizma



ABSTRACT

ON STRATIFIED DOMINATOIN NUMBERS IN GRAPHS
EDIiZ, Siileyman
Ph. D. Thesis, Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. M. Serif ALDEMIR
October 2010, 30 pages

A graph G is 2-stratified if its vertex set partitioned into two color classes. We
color the vertices in one color class red and the other class blue. Let F be 2-stratified
graph rooted at one fixed blue vertex v specified. The F-domination number of a graph
G is the minimum number of red vertices of G in a red-blue coloring of the vertices of
G such that every blue vertex v of G belongs to a copy of F rooted at v. Let
F={F,,...,F}, where F: , 1<i<k , is a 2- stratified graph rooted at some blue vertex v. The
F " —~domination number of G is defined as the minimum number red vertices of G in a
red-blue coloring of the vertices of G such that every blue vertex v of G belongs to a
copy of Fi rooted at v for at least one value of i. In this study we investigate the F-
domination number of prisms when F is 2-stratified 6-cycle rooted at a blue vertex. And
one generalization theorem was proven. Also we study the relation between 2-
rainbow domination number and F —domination number for some known graph classes
and randomly chosen graph classes when F is the family of 2-stratified paths of
length 3 in which two vertices are colored red. We conjectured that 2-rainbow

domination number is equal or greater than F —domination number by one for any

connected graph G. In addition the relation between F —domination number and

maximum degree and order were studied.

Key Words: 2-Rainbow dominaton number, 2-Stratified domination number, Prism



ON SOZ

Uygulamali Matematigin bir dali olan Graf Teorisi, giin gectikce temel,
miihendislik ve sosyal bilimlerde daha ¢ok uygulama alani bulmaktadir. Bunun en temel
nedeni graflarin, gercek hayatta, temel bilimlerde ve miihendislikte ortaya c¢ikan bir ¢cok
problemin anlasilip ¢oziilebilmesi i¢in model olugturmasindan gecmektedir.

Karsilasilan bu problemlerden biride * VLSI ( Very Large Scale Integrated Circuit )

ciplerinin transistorlerle nasil dizayn edilecegi problemidir’. Bir tipik VLSI ¢ipi
milyonlarca transistoriin birbiriyle baglanmasini gerektirir. Son yillarda VLSI iiretim
teknolojilerindeki gelismelerle iki veya ii¢ seritli rotalarin arasindaki i¢c haberlesme teknigi
yaygin olarak kullanilmaktadir. Pentium firmasi, Apple, IBM ve Motorolla gibi kuruluslar
icin bu tiir cipleri tiretmektedir. Cok seritli rota problemlerinin ¢oziimii i¢in gelistirilen
dizayn algoritmalarinda parcalanish graflar modelleme ve ¢oziimde kullanilir. Bu nedenle
parcalanish graflarin 6nemi artmis ve konuyla ilgili ileri teorik calismalar baglamistir.
Bir grafin tepelerinin belli bir parcalanisi varsa bu grafa parcalanigh graf denir. Parcalanish
graflar, graf teorisinde 6nemli yeri olan ve miihendislik problemlerinde bir¢ok uygulamasi
olan iistiinliik ( hakimiyet, domination ) la iliskisinin bulunmasindan sonra teorik graf
teorisinin de 6nemli bir konusu olmustur.

Bu calismada prizmalarin parcalamigh {istiinlik sayilar1 ve graf ailelerinin
parcalamigh {istiinlik sayilarni  ile 2-gokkusag istiinliikk sayilar1 arasindaki iliski
incelenmistir.

Bu tezin hazirlanmasinda ve egitimim siiresince yardimlarmi esirgemeyen kiymetli
hocalarim Yrd. Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR ve Prof. Dr. Cigdem GENCER’e tesekkiir
ederim.

21.10.2010
Siileyman EDiZ
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1. GIRIS

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde gerekli olan temel tanimlar verilmistir.

Tanim 1.1. Elemanlar tepe olarak isimlendirilen bos olmayan sonlu bir V' kiimesi ve
elemanlar1 ayrit olarak isimlendirilen ve yine elemanlar1 bu V kiimesinin iki elemanl
alt kiimelerinden olusan bir E kiimesinin olusturdugu G=( V,E ) sirali ikilisine bir
graf denir ( Chartrand ve Zhang, 2005 ).

Genelde graflar diizlem iizerinde diyagramlar seklinde gosterilirler.

Ornek 1.2. Tepeleri kiimesi V={ a, b, ¢, d } ve aynitlar1 kiimesi E={ {a,b}, {b,c}, {a,c},
{a,d} } olan G=(V,E) grafi asagidaki sekilde  gosterilmistir.

ab

ac bc

Sekil 1.1. Bir G=(V, E) grafinin diyagramla gosterilmis sekli

Graflarin gosterimini kolaylastirmak i¢in {a, b} aynti yerine ab gosterimi kullanilir.
Eger ab, G nin bir aynt1 ise a ile b tepeleri komsudur denir.

Tanim 1.3. Sadece bir tepeden olusan grafa bayagi graf denir ( Chartrand ve Zhang,
2005 ).

Tanim 1.4. G bir graf ve ve V(G) olmak lizere N(v)={ue Gluve E(G)} kiimesine
v nin agtk komsulugu kiimesi denir. N[v]=N(v)U{v} kiimesine de v nin kapal
komsulugu kiimesi denir. Bir v tepesine komsu olan tepelerin sayisina da v nin derecesi
denir ve deg(v)=I N(v)| ile gosterilir. Eger herhangi bir ve V(G) i¢in deg(v) =0 ise v

ye izole tepe ve deg(v)=1 ise v ye G nin bir yaprag: denir. ( Meng ve ark., 2007 ).



Tanmim 1.5. G bir graf olmak iizere, d(G)=min{deg(v)lve V(G)} ye G nin minimum
derecesi, A(G)=max{deg(v)Ive V(G)}ye de G nin maksimum derecesi denir ( Meng
ve ark, 2007 ).

Tanim 1.6. Bir G grafinin biitiin tepeleri birbirleriyle komsu ise G ye tam graf denir
(Meng ve ark., 2007 ).

Tepe sayist n olan bir tam graf K, ile gosterilir Sekil 1.2. de K5 tam grafi

gosterilmistir.

Sekil 1.2. K5 tam grafi

Tanim 1.7. Bir G grafinin biitiin tepelerinin dereceleri birbirine esit ise G ye diizgiin
graf denir. Bu derece r ise G ye r-diizgiin graf denir ( Chartrand ve Zhang, 2005 ).
Tanim 1.8. Eger v,,v,,...,v, tepeli bir G grafimin ayntlar1 sadecevv,,v,v;,...,v, v, den
olsuyorsa G ye n tepeli bir yol grafi denir ve P, ile gosterilir ( Meng ve ark., 2007 ).
Tamim 1.9. Eger v,,v,,...,v, tepeli bir G grafimin ayntlar1 vv,,v,v,,...,v, v, ve v, v, den

olusuyorsa G ye bir cevre grafi denir ve C, ile gosterilir (Meng ve ark., 2007 ).

Sekil 1.3. te bazi ¢cevre ve yol graflar1 gosterilmistir.

PO OO mO-0-0
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Sekill.3. Baz1 yol ve cevre graflar




Tanim 1.10. G bir graf olmak iizere ayritlar1 sadece G de komsu olmayan biitiin

tepelerin birlestirilmesiyle olusan grafa G nin tiimleyeni denir ve G ile gosterilir. K,
grafi n tepeden olusan ayritsiz bir graftir. Bu grafa bos graf denir (Chartrand ve Zhang,
2005 ).

Tanim 1.11. G bir graf ve V(G)=( X,Y ) tepelerin bir parcalanis1 olmak iizere G nin
biitiin ayritlar1 sadece X ve Y tepelerinin karsilikli birlestirilmesinden olusuyorsa G ye
iki parcali graf denir ( Harju, 2007 ).

Tanim 1.12. G bir graf olmak iizere G nin biitiin tepeleri, bir yol graft ile
baglanabiliyorsa G ye birlestirilmis graf denir ( Diestel, 2000).

Tanim 1.13. G bir birlestirilmis graf olmak iizere, herhangi bir e E(G)icin G —e grafi
baglantisiz oluyorsa e ayritina bir koprii denir ( Chartrand ve Zhang, 2005 ).

Tanim 1.14. G icinde herhangi bir ¢cevre grafi barindirmiyorsa G ye cevresiz graf denir
(Meng ve ark., 2007 ).

Tanim 1.15. G bir birlestirilmis graf olmak iizere G ¢evresiz ise G ye bir aga¢ denir
(Meng ve ark., 2007 ).

Tanim 1.16. G bir iki parcali graf ve V(G)=(X,Y) olmak iizere X in biitiin tepeleri Y

nin biitiin tepeleriyle komsu ise G ye tam iki parcali graf denir ve | X |I=sve |YI=¢
olmak iizere K , ile gosterilir. Eger s=1veya t=1 ise G=K_, ye bir ydiz grafi

denir ( Chartrand ve Zhang, 2005 ). Sekil 1.4. te baz1 tam iki parcali graflar ve bu

graflarin 6zel bir sekli olan bazi yildiz graflar gosterilmistir.

K2,3.'

N %
K 3: E )} K

Sekil 1.4. Bazi iki parcali ve yildiz graflar

Tanim 1.17. G ve H herhangi iki graf olmak iizere bu iki grafin kartezyen carpimi

GXH nin tepeleri V(GXH)=V(G)xXV(H)tr. Ayntlar kiimesi E(GXH) ig¢in, iki



farkli (u,v) ve (x,y) tepelerinin birlesiminden olusan bir ayritin var olabilmesi i¢in
asagidaki iki sarttan birinin saglanmasi gerekir.

i.u=xvevye E(H),

ii. v=y ve uxe E(G) ( Chartrand ve Zhang, 2005 ).

Sekil 1.5. te bir 3-yol grafi ile bir 2-tam grafin kartezyen ¢arpimi gosterilmistir.

u; (ug,uz (un,vz
Uz

Ps: Vi K>: PxK,: (vi,uz) vi,v2)
V2

n (W uz) (Wi, v2)

Sekil 1.5. Bir 3-yol grafi ile bir 2-tam grafin kartezyen ¢arpimi
Tanim 1.18. G bir graf ve u,ve V(G) olmak lizere en kisa uzunluklu bir u—v yol
grafindaki ayritlarin sayisina u ile v arasindaki uzaklik denir ve d(u,v) ile gosterilir (
Harju, 2007 ).
Tanim 1.19. G =(V,E) bir graf ve S cV olmak ilizere V —§ deki her tepe S deki en az
bir tepeye komsu ise S ye G nin bir iistiin kiimesidir denir ( Haynes ve ark. , 2009 ).
Tanim 1.20. G bir graf olmak iizere minimum kardinaliteye sahip bir ustiinliik
kiimesinin eleman sayisina G nin iistiinliik sayist denir ve y(G) ile gosterilir ( Haynes
ve ark. , 2009 ).
Tanim 1.21. G bir graf olmak iizere y(G) kardinalitesine sahip bir ustiinliik kiimesine
Y(G) -kiimesi denir ( Haynes ve ark. , 2009 ).
Tanim 1.22. G=(V,E) bir graf ve S <V olmak lizere V deki her tepe S deki en az bir
tepeye komsu ise S ye G nin bir toplam iistiin kiimesidir denir ( Haynes ve ark. , 2009 ).
Tanim 1.23. G bir graf olmak iizere minimum kardinaliteye sahip bir toplam iistiinliik
kiimesinin eleman sayisina G nin toplam iistiinliik sayist denir ve ¥,(G) ile gosterilir (
Haynes ve ark. , 2009 ).
Tanim 1.24. G =(V,E) bir graf ve S V olmak iizere S de olmayan her tepe S deki bir

tepeyle ve V —S deki bir tepeyle komsu ise S ye G nin kisitl iistiinliik kiimesi denir (
Haynes ve ark. , 2009 ).



Tanim 1.25. G bir graf olmak {izere minimum kardinaliteye sahip bir kisitli iistiinliik
kiimesinin eleman sayisina G nin kisitl iistiinliik sayisi denir ve ¥, (G) ile gosterilir (
Haynes ve ark. , 2009 ).

Tanim 1.26. G=(V,E) bir graf ve S cV olmak iizere S, aym1 zamanda toplam
tistiinliik ve kisith iistiinlik kiimesi ise S ye toplam kisitl iistiinliik kiimesi denir (
Haynes ve ark. , 2009 ).

Tanim 1.27. G bir graf olmak ilizere minimum kardinaliteye sahip bir toplam kisith
tstiinliik kiimesinin eleman sayisina G nin toplam kisitly iistiinliik sayis1 denir ve ¥, (G)
ile gosterilir ( Haynes ve ark. , 2009 ).

Tanim 1.28. G=(V,E) bir graf ve S <V olmak lizere V-§S deki her tepe S deki en az k
tepeye komsu ise S ye k-iistiinliik kiimesi denir ( Haynes ve ark. , 2009 ).

Tanim 1.29. G bir graf olmak iizere minimum kardinaliteye sahip bir k-iistiinliik

kiimesinin eleman sayisina G nin k-iistiinliik sayist denir ve ¥,(G) ile gosterilir (
Haynes ve ark. , 2009 ).

Tanim 1.30. G bir graf , [k]={1,2,....k} ve 21 k] nin kuvvet kiimesini gostermek
lizere ayn1 zamanda f :V(G)— 2" bir fonksiyon olmak iizere, her ve V(G)igin ya
fw)y#d yada f(N(v))=[k] saglaniyorsa f'ye k-gokkusag iistiinliik fonksiyonu denir
( Chang ve ark., 2010 ).

Tanim 1.31. f bir k-gokkusagi iistiinliik fonksiyonu olmak iizere w( f) = Zvev(G)I f)l

degerine f nin agirlig: denir. ( Bresar ve Sumenjak, 2007 ).
Tanim 1.32. G bir graf olmak iizere minimum agirlikli bir f k-gokkusag: istiinliik

fonksiyonunun degerine G nin k-gokkusag iistiinliik sayis: denir ve ¥, (G)ile gosterilir

( Bresar ve Sumenjak, 2007 ).

Tanim 1.33. G=( V,E) bir graf olmak {iizere tepeler kiimesi V nin belli bir parcalanisi
varsa G ye parcalanishi graf denir . Eger bu parcalanma V={ V.V, } ise G ye 2-
parcalanisl graf ve V; ve V, ye de G nin tabakalari(stratum) denir ( Rashidi , 1994 ).
Tanim 1.34. G, 2-parcalanigsh graf ise G nin tepelerinin bir kisminin kirmizi, bir
kisminin da mavi renkle renklendirildigi kabul edilir. Kirmizi tepeler siyah renkle, mavi

tepeler ise beyaz renkle gosterilir ( Chartrand ve Zhang, 2005 ).



Tanim 1.35. Bir G grafinin tepelerinin bir kisminin mavi, diger kisminin kirmizi renkle
renklendirilmesine G nin kirmizi-mavi renklendirilmesi denir. Tepelerin hepsi mavi ya
da kirmiz1 olabilir. Bu renklendirmeye de yine G nin kirmizi-mavi renklendirmesi denir.
Eger G nin en az bir tepesi bile farkli renkte ( kirmizi veya mavi ) olursa bu
renklendirme, G nin bir 2-parcalanisl grafim1 gosterir ( Chartrand ve Zhang, 2005 ).
Tanim 1.36. F belli bir v mavi tepesi kok olarak secilen bir 2-parcalanigh graf ise F ye v
koklii F grafi denir ( Chartrand ve ark. , 2003 ).

Tanim 1.37. G bir graf ve F, v koklii F grafi olmak iizere, G nin bir kirmizi-mavi
renklendirmesinde G deki her mavi tepe, F grafinin G deki bir kopyasindaki v mavi
tepesine karsilik geliyorsa bu renklendirmeye G nin F-renklendirmesi denir ( Chartrand
ve ark. , 2003 ).

Tanim 1.37. G bir graf olmak {izere G nin bir F-renklendirmesindeki minimum sayidaki

kirmizi tepelerin sayisina G nin F-iistiinliik sayist denir ve 7¥,.(G) ile gosterilir (

Chartrand ve ark. , 2003 ).

Tanim 1.38. G bir graf olmak iizere G nin y,(G) adet tepesini kirmiziya boyayan G
nin bir F-renklendirmesine G nin bir Y, —renklendirmesi denir ( Chartrand ve ark. ,

2003 ).

Tanim 1.39. G bir graf olmak iizere G nin bir J,. - renklendirmesindeki kirmizi tepelerin
kiimesine G nin Y, -kiimesi denir. Eger G, F nin bir kopyasin iceremiyorsa G nin

biitiin tepeleri kirmiziya boyanir ve boylece y,.(G)=n olur ( Chartrand ve ark. , 2003 ).
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Sekil 1.6. 2-parcalaniglh farkli yol graflar



Simdi parcalanigh istiinliik sayilariyla ilgili temel teoremler ve onermeler verilecektir.
( Chartrand ve ark., 2003 ) te ilk kez iistiinliik kavraminin, parcalanigh graflarla iligkisi
kuruldu. Bu caligmalarinda kullandiklar1 parcalanish graflar Sekil 1.6. da gosterilmistir.
Yine Sekill.6. da ki her bir graf icin Sekil 1.7. de gosterilen G grafin da ki pargalanigh

tistiinliik sayilarinin degerleri gosterilmistir.

YR (G) =4 VR (G) =4 Vr(G) = vr,(G) = 4 1rs(G) =6
Sekil 1.7. G grafinda 2-parcalanigh iistiinliik sayilari

Teorem 1.40. G, mertebesi en az ii¢ olan herhangi bir birlestirilmis graf olmak iizere,
(2)7,(G)=7,G).

(b) 7,(G)=%G).

(¢) 7,(G)=%,G).

(d) 7k, (G)=7,(G) (Chartrand ve ark., 2003 ).

Onerme 1.41. n>3 olmak iizere, Vi (B) = [n ; 7J+[——l —[gJ ( Henning ve Maritz,

2004 )
Onerme 1.42. T, mertebesi en az ii¢ olan bir agac ise, i (G) < % olur ( Henning ve

Maritz, 2004 )
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Sekil 1.8. 2-parcalanish K3 tam graflar



Teorem 1.43. G , her tepesi bir C; cevresinde yer alan bir graf olmak {iizere,

Yr, (G)< % ( Chartrand ve ark. , 2003 ).

Teorem 1.44. G , her tepesi bir Cs ¢evresinde yer alan bir graf olmak iizere, 7, (G) <g

( Chartrand ve ark. , 2003 ).
Parcalanish iistiinliik sayilariyla ilgili ayrintili bilgi icin ( Haynes ve ark., 2009 ) ve
referanslarina bakilabilir.

Tanim 1.45. G ve H birer graf olmak tizere, V(H) cV(G) ve E(H)C E(G) ise Hye G

nin bir alt grafi denir ( Meng ve ark. , 2007 ).
Tanim 1.46. K; 3 yildiz grafina penge(claw) grafi denir ( Chartrand ve ark. , 2000 ).
Tanim 1.47. G=(V,E) bir graf ve S cV olmak iizere, S deki farkli her iki tepe

arasindaki uzaklik en az 3 ise S ye G nin bir paket kiimesi(packing set) denir. S, G nin
maksimum kardinaliteye sahip bir paket kiimesi ise S nin kardinalitesine G nin paket
sayisi(packing number) denir ve g(G) ile gosterilir ( Haynes ve ark. , 2009 ).

Tanim 1.48. C, bir ¢evre grafi, K bir tam graf olmak lizere G =C, XK, grafina prizma
denir ( Chartrand ve ark., 2000 ).

Tanim 1.49. F,( 1<i<n) ler belli bir mavi tepeleri kdk olarak secilen 2-parcalanish
graflarin bir ailesi olmak iizere 7 ={F|,F,,...,F,}olsun. G nin bir kirmizi-mavi
renklendirmesindeki her mavi tepe tiim F; ler icin bir kok oluyorsa bu renklendirmeye

G nin F -renklendirmesi denir. G nin bir F -renklendirmesindeki minimum sayidaki

kirmizi tepelerin sayisina G nin F -iistiinliik sayisi denir ve ¥.(G) ile gosterilir (

Chartrand ve ark. , 2003 ).

Tanim 1.50. F;( 1<i<n) ler belli bir mavi tepeleri kdk olarak secilen 2-parcalanish
graflarin bir ailesi olmak iizere 7 ={F|,F,,...,F,}olsun. G nin bir kirmizi-mavi
renklendirmesindeki her mavi tepe en az bir F, i¢in bir kok oluyorsa bu

renklendirmeye G nin F -renklendirmesi denir. G nin bir F -renklendirmesindeki

minimum sayidaki kirmiz1 tepelerin sayisina G nin F_ -iistiinliik sayis: denir ve 7, (G)

ile gosterilir ( Haynes ve ark. , 2009 ).



2. KAYNAK BiLDIRISLERI

Berge ( 1958 ), graflarda tistiinliik ile ilgili ilk bilgileri vermistir. Haynes ve ark.
( 1998 ), konuyla ilgili ilk kitaplar1 yaymladilar. Literatiirde konuyla ilgili iki binden
fazla orijinal makale yayinlandi.
Transistorlerin devre ¢iplerine montajinda ortaya ¢ikan ¢ok seritli rota problemlerinin
cOziimii, ancak pargalanisli graflar kullanilarak bulundu ( Rashidi, 1994 ). Chartrand ve
ark. ( 2003 ) te parcalanish graflar ve iistiinliik kavramlarini bir araya getirerek literatiire
parcalaniglt istiinlik sayilarini kazandirdilar. Bu c¢alismalarinda gerekli tanimlar
verildikten sonra, parcalanigh {iistiinliik parametresinin diger {istiinliik parametreleriyle
olan iligkilerini ortaya c¢ikardilar. Gera ve Zhang ( 2004 ) te parcalamish istiinliik
sayilarinin iist ve alt sinirlar1 incelediler. Henning ve Maritz ( 2004 ) de yol graflarinin
parcalanigl iistiinliik sayilarini buldular. Gera ve Zhang ( 2005 ) te konu yonlendirilmis
graflarda ¢alisildi. Henning ve Maritz ( 2005 ) te grafin tepelerinin derecelerinin en az
iki olmas1 kosuluna gore bu sayilari arastirdilar.
Bu calismanin ana konularindan biri prizmalarda pargalanish iistiinliik sayilar ile ilgili
oldugundan literatiir sonuclar1 ayrintili olarak verilecektir. Parcalamigh {stiinliik
prizmalarda ilk kez Chartrand ve ark. ( 2000 ) da pence graflar1 kullanilarak calisildi.
Sekiz farkli 2-parcalanish pence graflarn Sekil 2.1. de gosterilmistir.

A AL B B Hhe % 6 ¢4
1 J (5 ¥ ‘ ¥ ‘ v v . O
Sekil 2.1. Sekiz farkli 2-parcalanisli penge graflari

Teorem 2.1. ( Chartrand ve ark. , 2000 ) n >3 ve G =C, XK, bir prizma olmak iizere;

(@) %, (G)=2[n/4].

(b) 7,(G)=2[n/3].

©) 7,(G)=n.

(d) 7,(G)=2[n/5] sayet n=0,3,4 (mod 5) veyan=2,6 (mod 10),
%,(G)=2[n/5]-1 n=1,7 (mod 10).

© 7, =2[n/2].



Yy, =2 sayetn=3 veyan=2,6 (mod 10),
© %, =2 n/4|+isayetn>4 ven=i(mod 4).

© 7. (G)=2[n/2].

X, 2-parcalamish C, c¢evre graflarim gostermek lizere, bes farkli 2-parcalamish C,
cevre graflar Sekil .2.2. de gosterilimistir.

- v v v

x, X, X, X, X
Sekil 2.2. Bes farkli 2-parcalanish C, c¢evre graflar

Henning ve Maritz ( 2006 ) da prizmalar i¢in X-iistiinliik sayilarin incelediler.
Teorem 2.2.( Henning ve Maritz, 2006 ) n >3 ve G = C, X K, bir prizma olmak lizere;

(@) ¥y (G)=[n/2 |+] n/4]|- n/4].

(b) ¥y, (G)=2n, n=4 hari¢ n=4ise 3, (G)=2.
(©) 7y, (G)=n.

) 7y, (G)=2[n/3].

©) 7y, (G)=[4n/3].
S, 2-parcalanish Cs cevre graflarin1 gostermek iizere, Sekil 2.3. te dokuz farkli 2-
parcalanisli Cs ¢evre graflari gosterilmistir.

Sekil 2.3. Dokuz farkli 2-parcalanish Cs ¢evre graflari

Prizmalarda S-uistiinliik sayilar1 Ediz ( 2009 ) da calisildi.
Onerme 2.3. ( Ediz, 2009 ) n>3 ve G = C,x K, prizmasi olmak iizere;



@) 75,(G) =7, (G) =¥, (G) =%, (G)=y(G)=¥,(G) =7, =2.

(b) 7, (G)=7;, =6.

(©) 75, (G) =75, (G) =75, (G) = 1,(G) = 7,(G) = 4.

Onerme 2.4. ( Ediz, 2009 ) n>3 ve G = C;x K, prizmasi olmak iizere;

@) 75,(G) =75,(G) = 75, (G) = 75, (G) = 75, (G) = %5, (G) = 10.

(b) 7, (G) =7, (G)=7,(G) =7, (G) =6.

©) 7, (G)=8.

Aym zamanda Onerme 2.4 1siginda  Ediz ( 2009 ) tarafindan prizmalarda 2-

parcalanislt Cox.1 iistiinliik sayilarinin bulunmasiyla ilgili bir teorem ispatlanistir.

Teorem 2.5. ( Ediz, 2009 ) n >3 G=C, x K, (n#2k—-1,n#2k+1) bir prizma
ve S, herhangi bir  2-parcalanish  Coxs; c¢evre grafim gostermek {iizere,
¥s(G) =2n olur.

Bu calismanin 3.bolimiinde prizmalarda 2-parcalanighh  Cs-listiinlik sayilar
bulunmustur.

2-parcalanigh graflarda graf ailelerinin kullanilabilecegi ile ilgili ilk tanimlar Chartrand
ve ark., ( 2003 ) tarafindan verildi. Haynes ve ark., ( 2009 ), konuya bagka bir bakis
acis1 getirerek Chartrand ve ark., ( 2003 ) e gore daha esnek bir tamim getirdiler.
Literatiirde Haynes ve ark., ( 2009 ) da ortaya attiklar1 bu yeni bakis acisiyla ilgili
herhangi bir ¢aligmaya rastlanmadi. Bu caligmanin 4. boliimiinde bu iligkiler incelendi.
Sekil 2.4. de tiim 2-par¢ali 3-yol graflar1 gosterilmistir.

F] FZ F3 F4 F5

Sekil 2.4. 2-parcalanisli 3-yol graflari

Graflarda 2-gokkusagi {istiinliik sayilart Bresar ve Sumenjak ( 2007 ) tarafindan
literatiire kazandirildi. Chungling ve ark. ( 2009 ) ve Xu ( 2009 ) da bu sayilar
genellestirilmis Petersen graflar icin calistilar. Chang ve ark. ( 2010 ) da gokkusagi
istiinliik sayilarin1 agag¢ graflan icin incelediler. Yu ve Xing ( 2010 ) da 2-gokkusagi

istiinliik sayilar1 ile Roman {istiinliik sayilarimi karsilastirdilar. Literatiirde 2-gokkusagi



istiinliik sayilart ile pargalanigh iistiinliik sayilart arasindaki iliski heniiz ¢alisilmamistir.

Bu calismanin 4. boliimiinde bu iki kavram arasindaki iliski incelenmistir.



3. PRIZMALARDA PARCALANISLI USTUNLUK SAYILARI

Bu boliimde Z, 2-pargalanish Cgs cevre graflarin1 gostermek {izere prizmalarda
Z-uistiinliik sayilar1 incelendi. Toplam on sekiz adet 2-parcalanish Cs cevre grafi vardir
ve bunlar Sekil 3.1. de gosterilmistir. Bu boliim boyunca G , G=C XK,,(n = 3),
prizmasi  olarak diigiiniilecektir ve G prizmasmin igerdigi iki n-gevre grafinin
Vi Vs V¥ Ve w0 =12, ., noigin uj vi € E(G) ) oldugu kabul

edilmistir.
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Sekil 3.1. 2-parcalanmishi  C, cevre graflar



Onerme 3.1. ie{1,2,3,6,7,8,10,11,12,13,17,18} olmak iizere , 7, (G)=2n.
Ispat. G nin herhangi bir tepesini mavi renkle renklendirecek herhangi bir Z; —
renklendirmesi yoktur. Bu nedenle y, (G)=2n olur.

Teorem 3.2. (a) ¥, (G) =2n/3+4, n=0 (mod3).

(b) 7,,(G)=[2n/3]+1, n=1 (mod6).

(© ¥, (G)=2[n/3]+2, n=2 (mod3).

(d) 7, (G)=2[n/3], n=4 (mod6).
Ispat. (a) n=0(mod3) igin, G, n/3 ayrik 6-cevre grafi icerdiginden en az 2n/3 tepe
kirmizi renklidir. Béylece y, (G) 2 2n/3. Farz edelim ki tam 2n/3tepe kirmizi renkli

olsun. O halde G deki her 6-¢evre grafi tam olarak iki kirmizi renkli tepe icerir. Daha

acik olarak, sadece v, veu,, uyvv,v,uu,u, cevresindeki kirmizi renkli tepelerdir.
u, ve vy, Z,un kokleri oldugundan dolay1, u, vev, tepeleri kirmiz1 olur ve boylece
sadece u, vev, , u,v,vvuusu, cevresindeki kirmzi tepeler olurlar. u, vev, , Z,iin
kokleri oldugundan dolay1, u, ve v, tepeleri kirmizi olur. Bdylece sadece u, vev, ,
U,V veVollotit, cevresindeki kirmizi tepeler olurlar. Bu sekilde devam edilirse, sadece
U, , Vvev, ,, u, ,v, v, vuu u _, cevresindeki kirmizi tepeler olurlar. Fakat bu
durumda u, vev,, Z, iin kokleri olamazlar ve dolayisiyla kirmizi olurlar. Bu durumda
u, , vev , tepeleri de Z, iin kokleri olamazlar ve dolayisiyla kirmizi olurlar. Bu bir
celiskidir. Buradan sayet n=0(mod3)ise, o halde en az 2n/3+4 tepe kirmizi olur.

Béylece 7, (G)>2n/3+4 yazilir.

n/3-1

n=0(mod3)igin S=J{vsmottyn} ve D=SU{v, ;,v,.u, i, }olsun. D
i=0

kiimesindeki biitiin tepelerin kirmiziya, geriye kalan G nin biitiin tepelerinin maviye

boyandigi tim  durumlar, G nin  Z, -renklendirmesini  verir. = Buradan
7z, (G) <2n/3+4 olur.

(b) G nin verilen herhangi bir Z,-renklendirmesini diisiinelim. Sayet G nin biitiin
tepeleri kirmiziya boyanirsa gerekli alt siir saglanir. G—{u,,v,}, en az iki kirmizi

tepe iceren (n—1)/3 ayrik 6-¢evre grafina parcalanabilir. Boylece G nin verilen bir



Z,-renklendirmesi en az  2+2(n—1)/3= (Zn/ 3—| +1 tepeyi kirmizi yapar. Buradan,

¥, (G) 2 2n/3]+1 yazilr.
(n-1)/3

Simdi 7, (G)<[2n/3]+1 oldugu gosterilecektir. S= | J {vy,,ty,,} olmak iizere S

i=0
nin biitiin tepeleri kirmiziya ve G nin geriye kalan tepeleri maviye boyanirsa, bu

renklendirme G nin  bir Z, -renklendirmesini olusturur. Buradan
¥,,(G)<|S|=[2n/3]+1 yazilr.

©G—{v,_,,v,,u, ,u,}, her biri en az iki kirmiz1 tepe iceren (n—2)/3 farkli 6-cevre
grafina sahiptir. Bu G nin bir Z, -renklendirmesini verir ki bu renklendirme en az
4+2(n-2)/3=2[n/3|+2 tepeyi kirmiziya boyar. Buradan ¥, (G)>2[n/3]+2

yazilir.

(n-2)/3
Simdi, 7, (G)<2[n/3]+2 oldugu gosterilecektir. S = | J {v;,.us,,} ve D={u,.v,}

i=0
olmak iizere S U Dnin biitiin tepeleri kirmiziya ve G nin geriye kalan tiim tepeleri

maviye boyanirsa G nin  bir Z,-renklendirmesini  verir.  Buradan
¥, (G)<|SUD|=2[n/3]+2 yazilr.

(d)G —{u,,v,}, her biri en az iki kirmiz1 tepe iceren (n—1)/3 ayrik 6-cevre grafina
parcalanabilir ki G nin verilen Z,-renklendirmesi en az 2+2(n—1)/3=2[n/3|tepeyi

kirmizi yapar. Buradan y, >2[n/3] yazilr.

(n=1)/3
Simdi de 7, <2[n/3] oldugunu gosterelim. S= [ {vy,,.uy,,} olmak iizere S nin

i=0

tiim tepeleri kirmiziya, G nin geriye kalan tepeleri de maviye boyanirsa G nin bir Z, -
renklendirmesi elde edilir. Boylece 7, (G)<|S|=2[n/3] olur.
Teorem 3.3. (a) 7y, (G)=2n/3+4, n=0(mod3).

(b) 7,,(G)=2| n/3]+2, n=1(mod 6).

(©) 7,,(G)=2[ n/3]+2, n=2(mod 3).

(d) 7,,(G)=2[ n/3]+1, n=4(mod 6).



Ispat. (b) G—{u,,v,}, her biri en az iki kirmiz1 tepe igeren (n—1)/3 ayrik 6-gevre
grafina  sahiptir. Ve bdylece verilen G nin Z,-renklendirmesi en az
2+2(n-1)/3=2[n/3|+2 tepeyi kimiz1 yapar. Boylece; 7, (G) 22| n/3 |+2 olur.

(n-1)/3
S=|J {#y-v5} olmak iizere, Snin tiim tepeleri kirmiziya ve geriye kalan tim
i=0

tepeler maviye boyanirsa G nin bir Z,-renklendirmesi elde edilir. Boylece
¥s(G) < 2Ln/ 3J +2 elde edilir. Diger siklarin ispati benzer yollarla yapilir.

Teorem 3.4. (a) 7y, (G)=2n/3,n=0(mod 3) .

() 7, (G)=2 % , n=1(mod3).

-
©) 7,(6)=2|3

) 7, (G)=2 % +2,n=5(mod 6)

+4,n=2(mod6).

Ispat. n=0(mod3)olsun. G, her biri en az iki kirmiz1 tepe iceren n/3 ayrik 6-gevre

grafina sahiptir. Ve boylece verilen G nin bir Z,-renklendirmesi en az ?n tepeyi

2

3
kirmizi yapar. Boylece; ¥, (G) 2 2—: olur. §=(J{u,,.vy.,} olmak iizere, S nin tiim
i=0

tepeleri kirmiziya ve geriye kalan tiim tepeler maviye boyamirsa G nin bir Z-

renklendirmesi elde edilir. Boylece 12 (G) 32—; elde edilir. Diger siklarin ispatlar

benzer yolla yapilir.

Teorem 3.5. 7, (G)=n.

Ispat. G nin, en az 3 tepesi kirmizi olan n/3 ayrik 6-gevre grafina bir parcalanigt
vardir ki G nin verilen Z,-renklendirmesi en az 3xn/3=n tepeyi kirmizi yapar.

Buradan y, (G)2n yazilir.



n/2
D =U{u,,_,,v,,} olmak iizere, D nin tepelerinin kirmiziya ve G nin geriye kalan tiim
i=1

tepelerinin maviye boyanmasi G nin bir Z, -renklendirmesini verir ki buradan ,

75, (G)<n yazilir.

Teorem 3.6. (a) I (G)=n+1, ntekise.

() 7, (G)=n+2, nift ise.
n=D)

2
Ispat. n tek olsun. S = U {u,,,,,v,;,,} olmak lizere, S nin tepelerinin kirmiziya ve G
i=0

nin geriye kalan tiim tepelerinin maviye boyanmast G nin bir Z . -renklendirmesini
verir ki buradan , y, (G)<n+1 yazilir. Diger taraftan ¥, (G)=n oldugunu kabul
edelim. Dikkat edilirse G nin herhangi bir Z , -renklendirmesinde her mavi tepenin iki

kirmiz1 tepenin arasinda olmasi gerekir. Fakat bu durumda iki mavi tepe yan yana gelir

ki bu bir celiskidir. Dolayistyla y, (G)2n+1 olmak zorundadir. Bdylece ispat biter.

(b) sikkindaki ifade de ayni1 yolla ispatlanir.

Teorem 3.7. (a) 72, (G)=n sayetn #6 ve n ciftise.
(b) I (G)=n+1 sayet n tek ise .
Ispat. n ¢ift olsun.n=6 ise 7,,(G)=8 oldugu aciktir. n#6ise

(n=4)

2
S= U {Up; 155 VairnsUsiiz»Varns ) Olmak lizere, S nin tepelerinin kirmiziya ve G nin
i=0

geriye kalan tiim tepelerinin maviye boyanmas1 G nin bir Z,, -renklendirmesini verir ki
buradan , ¥, (G)<n yazilr. Diger taraftan y, (G)=n—1 oldugunu kabul edelim. Bu
durumda G nin herhangi bir Z, -renklendirmesinde ii¢ mavi tepe yan yana gelir ki
ortadaki tepeyi kok kabul eden bir ¢evre yoktur. Buradan y, (G)2n olmak zorundadur.

Boylece ispat biter. (b) sikkindaki ifade ayni yolla ispatlanir.



3

Bu bolimii ¢ Hangi prizmalarin 2-parcalamigh iistiinliik sayillart n e esittir?

genellestirmesini veren bir teoremle sonlandiriyoruz.

Teorem 3.8. G=C XK, bir prizma (n=4ve n cift ) ve Z, A={u,,u,,...,u,_,} ve
B={v,,v,,...,v,} tepeleri kiimeleri kirmiz1 olan 2-parcalanilish C,, ¢evre graflarindan
biri olmak iizere , ¥,(G)=n olur.

Ispat. G nin, en az k tepesi kirmizi olan n/k ayrik 2k cevre grafina bir parcalanigt
vardir ki G nin verilen Z-renklendirmesi en az kXn/k =n tepeyi kirmizi yapar.

Buradan 7,(G)=n yazilr.
n/2
D =U{u,, ,,v,,} olmak iizere, D nin tepelerinin kirmiziya ve G nin geriye kalan tiim
i=1
tepelerinin maviye boyanmast G nin bir Z-renklendirmesini verir ki buradan ,

¥,(G)<n yazir.



4. F-PARCALANISLI USTUNLUK VE 2-GOKKUSAGI USTUNLUK
SAYILARI

Bu boliimde F, 2-parcalanish 3-yol graflarinin bir ailesi olmak iizere bir grafin
JF~iistiinliik sayilar1 bulunarak, bu sayilar ile 2-gokkusag iistiinliik sayilar1 ve bazi

graf parametreleriyle arasindaki iligkiler incelendi. Sekil 4.1. de tiim 2-parcali 3-yol
graflar1 gosterilmistir. 2-parcalanish graflarda graf ailelerinin kullanilabilecegi ile ilgili
ilk tanimlar Chartrand ve ark., ( 2003 ) tarafindan verildi. Haynes ve ark., ( 2009 ),
konuya baska bir bakis acis1 getirerek Chartrand ve ark., ( 2003 ) e gore daha esnek bir

tamm getirdiler. Literatiirde bir grafin 7 —iistiinliik sayilar1 ile 2-gokkusag: iistiinliik

sayilar1 arasindaki iliskiyle ilgili herhangi bir caligmaya rastlanmadi. Bu boliimde
Haynes ve ark. ,( 2009 ) da verilen tamim kullanilarak 2-parcalanisli 3-yol graflarinin
cesitli kombinasyonlar1 kullanilarak 2-parcalanigh istiinliik sayilarinin, 2-gokkusagi

dstiinlik sayilar1 ve ¢esitli graf parametreleriyle olan iliskileri incelendi.

F; F> F3 Fy Fs

Sekil 4.1. 2-parcalanisli 3-yol graflari

Onerme d.1. F ={F,F,} olmak iizere

(@) 7,.(P)=|n/2|+1(n=1,2,3mod4),

(b) 7. (P)= | n/2|(n=0mod4).

Ispat. (a) Tepeleri v,,v,,...,v,0lan bir P, yol grafim diisiinelim. n tek ise
VjsVs,-nV, .V, tepelerinin kirmiziya boyanmasi P, nin bir F -renklendirmesini verir.
n =2(mod 4) olmak lizere v,,v;,...,v,_, ve v, tepelerinin kirmiziya boyanmasi P, nin bir

F " -renklendirmesini verir. Dolayisiyla V. (B)< Ln/ 2J +1olur. Simdi



¥, (P)2[n/2|+1 oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki y,.(P,)=|n/2] olsun. Bu

durumda n tek ise mavi tepelerin sayist kirmizi tepelerin sayisindan 1 fazla olur ki bu

bir celigkidir. n=2(mod4) ise esit sayida kirmizi ve mavi tepe olur. Bu durumda £ >0

ve tamsay1 olmak lizere n=4k+2 olsun. Bu durumda v,,v,,...,v,,,, tepeleri kirmizi
Vy, V45V, tepeleri de mavi olur. Fakat v,, ., tepesini kok kabul eden herhangi bir
JF -renklendirmesi i¢in v,,,, vev,, tepelerinin de kirmizi olmasi gerekir. Bu bir
geliskidir. Dolayisiyla y,.(P,) | n/2 |+1 olur.

(b) n=0 (mod4) olsun. v,,v,,v,v,...,v,_,,v , tepelerinin kirmiziya boyanmas1 P, nin
bir F -renklendirmesini verir. Dolayisiyla .(P,) <[ n/2 |olur. Kabul edelim ki
¥, (P)=|n/2|-1 olsun . Bu durumda C, nin herhangi bir " -renklendirmesi,

birbirine komsu iki mavi tepe icerir ki bu mavi tepeleri kok kabul eden bir F| ve F,

graf1 yoktur. Boylece ispat biter.
Sonuc¢ 4.2. F ={F, F,} olmak iizere,

@) 7,,(P)=7,.(P). (n=1,2,3mod4),
(®) 7,,(B)=7,.(B)+1, (n=0mod4) .

Ispat. ( Bresar ve Sumenjak, 2007 ) yol graflar1 icin 2-gokkusagi iistiinliik sayilarinin
%,,(P,)=| n/2 |+1oldugunu ispatladilar. Onerme 4.1 e dikkat edilirse ifade dogrudan

yazilabilir.

Onerme 4.3. F = {F,F,} olmak iizere,

@ ¥,.(C,)=|n/2]+1,ntek ise,

(b) 7,-(C,)=|n/2 ], ngiftise.
Ispat. (a) n tek olmak iizere tepeleri v,,v,,...,v, olan bir C, cevre grafim diigiinelim.

Vi, V3.V, 5.V, tepelerinin kirmiziya boyanmasi C, nin bir F " -renklendirmesini

n—1
verir. Dolayisiyla ¥,.(C,) <| n/2 |+1 olur. Kabul edelim ki 7,.(C,)=| /2] olsun. Bu
durumda mavi tepelerin sayist kirmizi tepelerin sayisindan fazla olur ki bu bir ¢eligkidir.

Dolayistyla, ¥,.(C,) 2| n/2 |+1 olur.



(b) n c¢ift olmak iizere tepeleri v,,v,,...,v, olan bir C, ¢evre grafinin v,v,,....v,
tepelerinin kirmiziya boyanmast C, nin bir F -renklendirmesini verir. Dolayisiyla
¥, (C,)<|n/2] olur. Simdi y,.(C,)2[n/2]| oldugunu gosterecegiz. Kabul edelim ki
¥, (C,)=|n/2]-1 olsun. Bu durumda C, nin herhangi bir F -renklendirmesi,
birbirine komsu en az iic mavi tepe icerir ki bu mavi tepeleri kok kabul eden bir
F, ve F; grafi yoktur. Dolaysiyla .. (C,) 2 I_n/ 2_| olur.

Sonuc¢ 4.4. F ={F,F,} olmak iizere,

(@) 7,,(C,)=7,.(C,), n=0,1,3(mod 4),,

(b) 7,,(C,)=7,(C,)+]1, n=2(mod4).

Ispat. ( Bresar ve Sumenjak, 2007 ) cevre graflari icin 2-gokkusag: iistiinliik sayilarinin
%,,(C,)=|n/2 |+ n/4]-| n/4 | sonucunu buldular. Bu ifadeyi farkli olarak;

@ 7,(C)=|n/2]+1, (n=1,2,3mod4),

(b) 7,,(C,)=|n/2], (n=0mod4) yazilabilir. Onerme 4.3 e bakilirsa sonu¢ dogrudan

yazilir.

Onerme 4.5. F ={F,F,} olmak iizere, S,,, bir yildiz grafini gostermek iizere
Ve (Sy,) =2

Ispat. S,,., nin merkez tepesi v,ve diger tepeleri v,,v,,...,v,  olsun. Sekil 4.2 de S, ,

Sekil 4.2. S, , yildiz grafi

gosterilmistir.

S yildiz grafimin v, merkez tepesinin ve diger herhangi bir tepesinin kirmiziya

1,n-1

boyanmast S, , in bir F -renklendirmesini verir. Dolayisiyla V. (S,,)<2 olur.

1,n-1



Kabul edelim ki y,.(S,, ) =1 olsun. Herhangi bir F “-renklendirmesi en az iki tepenin
kirmizi olmasini gerektirdiginden bu bir celiskidir. Buradan y,.(S,, )22 yazilir ve

bdylece ispat biter.

S, - yldiz grafiigin y,,(S,,_,) =2 olacag: agikérdir. Bunun i¢in Sekil 4.3 e bakilabilir.

Sekil 4.3. S, , yildiz grafinda 2-gokkusagi tstiinliik

Sonug 4.6. F ={F,, F;} olmak iizere, ¥,,(S,, ) =7,.(S,,).

Ispat. Onerme 4.5 ten dogrudan yazilir.
Benzer bir yaklasim tam graflar icin de verilebilir. Onerme 4.7 nin ispat1 Onerme 4.5 in

kine benzer oldugundan ispat1 yapilmayacaktir.

Onerme 4.7. F ={F,,F,} olmak iizere, 7. (K,)=2.

Yine y,,(K,)=2oldugunu biliyoruz. Bunu $ekil 4.4 de acikca gorebiliriz. Dolayisiyla
Sonug 4.8’1 ifade edebiliriz.

Sonug 4.8. F ={F, F;} olmak iizere, 7,,(K,)=7,(K,).

Ispat. Onerme 4.7 den dogrudan yazilir.

0

0 0

Sekil 4.4 Kstam grafinda 2-gokkusagi ve JF - parcalanish iistiinliik sayilart



Yine Sekil 4.5, 4.6 ve 4.7 de rastgele alinmis ii¢ farkli graf icin F - parcalamish
tistiinliik sayilar1 ve 2-gokkusagi iistiinliik sayilar1 gosterilmistir. Dikkat edilirse bu
sekiller icin bu iki karamin degeri ya esit ya da 2-gokkusag: iistiinliik sayilari, F -

parcalanish iistiinliik sayilarindan bir fazladir.

Sekil 4.5. S grafinda F~ - parcalamsh iistiinliik sayilar1 ve 2-gokkusag iistiinliik
sayilari

Sekil 4.5’ bakilirsa S grafi icin  7,,(S)=7,.(S)=5 oldugu goriilmektedir. Buraya

kadar buldugumuz sonuglar 2-gokkusag iistiinliik sayilari ile, F - parcalamsl iistiinliik

sayilarinin ya esit ya da 2-gokkusag iistiinliik sayilarmin, F - parcalamsh iistiinliik
sayilarindan bir fazla oldugu goriilmektedir. Bu varsayimimizin dogrulugunu rastgele

alinmis graflardan olusan Sekil 4.6. ve Sekil 4.7. de gorebiliriz.

M

M)
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0 O—2 0
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Sekil 4.6. M grafinda F - parcalamsl iistiinliik sayilar1 ve 2-gokkusag iistiinliik
sayilari
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Sekil 4.7. L grafinda F - parcalanish iistiinliik sayilar1 ve 2-gokkusag iistiinliik
sayilari

Yukaridaki gozlemler 15181nda asagidaki tahmini ileriki ¢alismalar icin ifade ediyoruz.

Tahmin 4.9. 7 ={F, F;} olmak iizere, herhangi bir G grafi i¢in, 7,,(G)=7,.(G)
veya %,,(G)=7,.(G)+1 esitlikleri gegerlidir.

Simdi F ={F,F,} olmak iizere, herhangi bir G grafi igin, F - parcalamsh iistiinliik
sayilar ile grafin mertebesi ve maksimum derecesi arasindaki iliskileri ifade eden iki
teorem ifade ve ispat edilecek.

Teorem 4.10. G, mertebesi n >3 olan herhangi bir birlestirilmis graf ve F ={F,F}
olmak iizere, y,.(G)<n—-A+1.

Ispat. Ispat1 A iizerinden tiimevarimla yapacagiz. A =2 ise G, sadece bir yol grafi veya
bir ¢evre grafi olur ki esitsizlik saglanir. A=k <n-2 icin esitsizligin saglandigini
kabul ederek A =k+1 icin dogru olacagin gosterelim. G, A=k olan bir graf olmak
tizere H, A=k +1 olan grafi G den elde edelim. Bunun i¢in G grafina yeni bir w tepesi
ekleyelim. Bu w tepesini G nin maksimum derecesini olusturan v tepesiyle ve bundan
sonra en fazla A—1 kadar tepeyle birlestirerek A=k +1 olan H grafin1 elde edelim.

Sekil 4.9. bunu gostermektedir.



H

Sekil 4.8. H grafinin G grafindan elde edilisi

F’-renklendirmesindeki amag¢ en az sayida kirmizi tepe kullanmak oldugundan
yukaridaki Orneklerde de dikkat edilecegi gibi maksimum derecenin elde edildigi
tepenin kirmiziya boyanmast gerekir. Dolayisiyla v tepesinin rengi kirmizi olmak
zorundadir. Yine v nin komsularinin i¢inde yine kirmizi tepelerin var olacagi da
asikardir. Bu yilizden H grafindaki w tepesinin renginin de mavi olacagi asikardir.
Boylece H ve G graflarindaki kirmizi tepelerin sayis1 esit olur. Buradan G grafi icin
yazdigimiz ¥, .(G) <n—k+1 esitsizligi yerine ¥ . (H)<n—k+1 esitsizligi yazilabilir.
Burada H icin A=k+1 oldugu g0z Oniine alinirsa
Y (H)Sn—k+1=(n+1)—(k+1)+1=(n+1)—A+1 yazilir. Boylece ispat biter.
Teorem 4.11. G, mertebesi n =3 olan herhangi bir baglantuli graf ve F ={F,F.}
olmak iizere, ¥,.(G)<2n/3.

Ispat. G herhangi bir tam graf, tam iki parcali graf, yol grafi veya cevre grafi ise
Onerme 4.1. ve Onerme 4.3. 1s51¢1nda esitsizligin saglandig1 kolayca goriiliir. Teorem

4.10 da ispatlanan 7. (G)<n—A+1 ifadesi de birlikte disiiniilerek y,.(G)> 2n/3
oldugunu kabul edelim. Buradan 2n/3<7/f* (G)<n—A+1 yazilabilir. Ve yine bu

esitsizliklerden 2n/3<n—A+1 yazilir. Boylece A <n/3+1 esitsizligi elde edilir. n=3

icin A=1 olur ki bu sart1 saglayan tek graf n=2 mertebeli K, grafidir ki bu bir



celiskidir. n=6 i¢cin A=2 olur ki bu durumda G ya bir yol grafi yada bir cevre
grafidir. G bir yol grafi ise Onerme 4.1 15181nda = (G)=4>2n/3=2.6/3=4 elde

edilir ki buda bir celiskidir. G bir cevre grafi ise Onerme 4.3 1s18inda
7. (G)=3> 2.6/3 =4 esitsizligi elde edilir ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla kabuliimiiz
yanligtir. Buradan . (G) < 2n/3 elde edilir. Boylece ispat biter.

Simdi Tanim 1.47 de verilen bir grafin paket sayisiyla, F ={F,, F,} olmak sartiyla F -

parcalanish Ustiinliik sayilar1 arasindaki iligki incelenecektir.

Onerme 4.12. F ={F,,F,} olmak iizere ,.(P,)=g(P,)=[n/3].

Ispat. P, nin tepeleri v,,v,,...,v, olsun. Bu tepeler igin v,,v,,v.,....,v, (k <n) tepelerinin
kirmiziya boyanmasinin P, nin bir F -renklendirmesini verecegi agiktir. Her farkli ii¢
tepenin bir grup oldugu diisiiniiliirse istenilen elde edilir. 7. (P,)<[n/3]. Simdi
¥, (P,)2[n/3] oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki ,.(P,)=[n/3]~1 olsun. Bu
durumda herhangi bir iiglii parcalanistan birinde hicbir kirmizi tepe olmaz. Bu bir
celigkidir. Dolayisiyla y,.(F,) 2 (n/ 3_| olur.

Onerme 4.13. F ={F,,F,} olmak iizere 7,.(C,)=[n/5].

Ispat. C, nin tepeleri v,v,,...,v

n

olsun. Bu tepeler icin v,,v,v,,...v, (k<n)
tepelerinin boyanmasimin C, nin bir F -renklendirmesini verecegi agiktir. Her farkli

birbiri ardina gelen bes tepenin bir grup oldugu diisiiniiliirse istenilen elde edilir.

7. (C)<[n/5].Simdi 7,.(C,)>[n/5] oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki
7. (C,) =fn/5—|—1 olsun. Bu durumda herhangi bir sirali besli pargalanistan birinde

higbir kirmizi tepe olamaz bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla 7. (C,) 2 (n/ 5_| olur. Boylece

ispat eder.

g(Cn)zl_n—l/fSJ oldugu goz oniine almirsa G, P, veya C, den biri olmak iizere

Ve (G) < g(G) yazilr.



5. SONUC

Bu c¢alisma iki ana kistmdan olugmaktadir. Bu kisimlardan ilki olan ii¢iincii béliimde
F, 2-parcalanmigh 6-cevre grafi olmak iizere prizmalarin F-iistiinliik sayis1 incelenerek
konuyla ilgili bir genellestirme teoremi ispat edilmistir. Ikinci kistm olan doérdiincii
boliimde ise F', 2-parcalanish 3-yol graflarinin iki tepesi kirmizi olan bir ailesi olmak
lizere bir grafin F —iistiinliik sayilari ile 2-gokkusag iistiinliik sayilar1 arasindaki iliski
belli graf siniflar1 ve rastgele secilmis bazi graf siniflar1 i¢in incelenerek, herhangi bir
birlestirilmis G graf1 i¢in 2-gokkusag iistiinliik sayisinin, F —iistiinliik sayisina esit
yada F -iistiinliik sayisindan bir fazla oldugu tahmininde bulunulmustur. Bunlara
ilaveten bir grafin F —iistiinliik sayilari ile bu grafin maksimum derecesi ve mertebesi

arasindaki iliski incelenmistir.
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