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OZET

R* VE R*’DE CEMBER VE KURE TABANLI DiZiSEL FRAKTALLARIN
ALAN VE HACIiM HESAPLARI

SAHIN, Elif Nevra
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Biilent KARAKAS
Subat 2016, 78 sayfa

Fraktal; cogunlukla kendine benzeme 6zelligine sahip geometrik yapilarin ortak
adidir. Fraktallar diizensiz gibi goriinen sekillerin i¢indeki gizli diizeni kapsar. Diizensiz
ayrintilar ya da desenler giderek kiigiilen Orneklerde yinelenir ve tiimiiyle soyut
nesnelerde sonsuza kadar siirebilir.

Terim olarak fraktal, bir seklin 6l¢ekle ne kadar kigiiltiiliirse kiigtltiilsiin temel
yapisinin  bozulmadan gozlemlenebilmesi ve incelenebilmesi anlamina gelir.
Multidisipliner bir c¢alisma alan1 olan fraktal, boyutsal incelemelerde yardimci
olmaktadir. Fraktal sekillerde boyut hesab, bilinen Oklid boyut kavramindan farklilik
gosterir.

Tezin birinci boliimiinde, tezin amaci ve 6nemi agiklanmis ve ¢alismada izlenen
yontemden bahsedilmistir. Calismanin ikinci boliimiinde, literatiir bildirislerine yer
verilmistir. Ucgiincii boliimde, fraktal geometrinin temel yapitaslarindan biri olan
dinamik sistemlere yer verilmistir. Dordiincii boliimde, yoriingeler kavrami ele alinmus,
Julia ve Mandelbrot ciimlesindeki yoriingeler incelenmistir. Ayrica bu bolimde fraktal
boyut ele alinarak, bazi fraktal sekillerin boyutu hesaplanmistir. Besinci boliimde, bazi
fraktal sekillerin Matlab kodlarina yer verilmistir. Altinci béliimde ise, yeni bir fraktal
takdimi yapilmistir. Bu béliimde, R? ve R® de 6zel bir fraktal olarak ¢cember ve kiire
tabanli dizisel fraktallar tanimlanmigtir. Bu fraktallarin alan, hacim, ¢evre ve yaricap
dizileri hesaplanmistir. Tanimlanan bu fraktallara ait Matlab uygulamalar1 yapilmistir.

Program m-file dosyalari tez igerisinde verilmistir.

Anahtar kelimeler: Dinamik sistemler, Fraktal, Fraktal boyut, Julia ciimlesi,

Mandelbrot ciimlesi, Matlab.






ABSTRACT

ABSTRACT
CALCULATION OF AREAAND VOLUME OF CIRCLE AND SPHERE BASED
FRACTALS ON R?AND IR®

SAHIN, Elif Nevra
M. Sc.Thesis, Mathematic Science
Supervisor: Prof. Dr. Biilent KARAKAS
February 2016, 78 pages

Fractals are mostly the common name of self-similar geometric shapes. Fractals
involve hidden regularity in shapes appearing irregular. Irregular details or pattern are
repeated by degrees on decreasing samples and also may proceed forever on completely
abstract objects.

As a mathematical term, in brief fractals mean that a figure can be examined and
observed with scale without deformation of its base structure, how so ever it is
minimized. Fractals, multidisciplinary field of study, enable us on dimensional reviews
of figures. Computing dimension on fractal figures is different from Euclid’s dimension.

In the first section of the thesis, the purpose and significance of the thesis is
mentioned and explained the method used in the study. In the second section of the
study it is given to literature communicative. The third section is devoted to dynamic
systems is one of the basic building blocks of fractal geometry. In the fourth section,
discussed the concept of orbits, orbits are studied in the Julia and Mandelbrot sets. Also
in this section fractal dimension by taking some calculated the size of the fractal shapes.
In the fifth chapter is devoted to the matlab code of some fractal shapes. In section six, a
particular circle and sequential fractals based on sphere are defined on R? and R3. Then
areas, volumes, circle and radius sequences are computed. Matlab is applied on these

fractals described and m-files also included in thesis.

Keywords: Dynamical systems, Fractal, Fractal shape, Julia set, Mandelbrot set,
Matlab.
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SIMGELER
Bu c¢aligmada kullanilmis bazi simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.
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1. TEZIN AMACI VE ONEMIi

Fraktal kelimesi Latince “kirikli” anlamina gelen fractus kelimesinden
tiiretilmistir. Ik matematiksel fraktal 1861°de Karl Weierstrass tarafindan
kesfedilmistir.

Fraktallar ¢ogunlukla kendine benzeme 6zelligi gosteren karmasik, geometrik
sekillerin ortak adidir. Fraktallar diizensiz gibi goriinen yapilarin i¢indeki gizli diizeni
kapsarlar. Diizensiz ayrintilar ya da desenler giderek kiiciilen 6rneklerde yinelenir ve
timiiyle soyut nesnelerde sonsuza kadar siirebilir. Her bir parca biiyiitildiigiinde, yine
cismin biitiiniine benzerlik gosterir.

Fraktal teorinin gelismesiyle bilrlikte tartisilan boyut kavrami yeni bir yon
kazanmustir: Bu fraktal boyuttur ve Oklid boyuttan farklidir.

Oklid boyutun tersine fraktal boyut, genellikle bir tam say1 degildir. Kabul
edelim ki a olgiitii N defa kullanilmig olsun, yani total 6l¢ii N.a olsun. O zaman

Mandelbrot’un tanimina gore fraktal boyut:

(1.1)

kesri

ile verilir. Burada D ye a olgiitiiniin fraktal boyutu denir. Bu uygulamada

logN
lo

g@)

r

sabit bir deger alan D limitine yaklasir. Bazi hallerde kesrin degeri her adimda ayni olur.

O zaman (1.1) formiilii



logN
= 1o;g(1) (1.2)
bi¢ciminde basit olarak yazilabilir.
Olgiilen total uzunluk N.a ise
_ (LNp-1
N.a = (r)

olur. Bu da 6l¢ii birimi olan r nin azalmasi halinde, 6lgiilen N.a uzunlugunun nasil
arttigin1 gostermektedir.

Literatiir incelemesi yaptigimizda, fraktal yilizeylerde alan-hacim iliskileri ile
ilgili yapilan g¢alismalarin az oldugunu goérmekteyiz. Yapacagimiz bu calisma, bu
alandaki eksikligin biraz olsun kapatilmasi1 bakimindan 6nem arz etmektedir.

Bu tez calismasi kapsaminda, {i¢ boyutlu uzayda fraktal yiizeylerin alan ve

hacim hesaplamalari ile ilgili calismalara ve Matlab uygulamalarina yer verilecektir.

Sekil 1.1. S1/4 Cembersel Fraktal.

Z-aKis

Sekil 1.2. S%/4 Kiiresel Fraktal.



S1/4 Cembersel Fraktal ve S%/4 Kiiresel Fraktal adiyla yeni bir fraktal sekil ele

alinacaktir. Bu seklin detaylaria girmeden 6nce temel tanim ve teoremler verilecektir.



2. LITERATUR BILDIRIiSI

Matematik anlamda ilk ¢alisilan fraktal, Cantor ciimlesidir (Cantor Set). Cantor
tarafindan ortaya atilmis, 1875 yilinda geometri profesorii Henry Smith tarafindan
tanitilmistir ( Oxford Universitesi). 1877 yilinda, Georg Cantor, ilk basta bir kare ele
ald1. Bu kareyi dogrularla pargalayarak bir fraktal sekil elde etti (Sullivan, 1988). Cantor
ciimlesi ile ilgili ilk calisma 1883 de basilmis [G. Cantor, Uber Unendliche, lineare
punktmannigfaltigkeiten V, Mathematische Annalen 21 (1883) 545-591] ve bazi 6zel
cimleler igin 6rnek olarak gosterilmistir (Sullivan, 1988). 1890°da Giuseppe Peano,
birim kare iizerinde [0,1] araliginda siirekli olan, diizlemde bosluk dolduran bir egri
tanimladi. David Hilbert de 1891°de benzer sekilde geometrik bir yap1 kullandi ve bu
tanimlar yardimiyla, E. H. Moore 1900 yilinda Peano Egrisi’ni tanimladi (Aydin, 2015).
1904 yilinda Helge Von Koch higbir noktada tegeti olmayan bir egri tanimladi. Bolzano
da bu egriyi baz alarak, siirekli fonksiyon tiirevi ile ilgili Koch’a benzer bir 6rnek verdi
(Kenneth, 1982).

1913’de tanimlanan Brownian hareketi, yoriingeleri rastgele olan egrilerdir
(Grattan,1994).

1919°da Felix Hausdorff bunlar1 birlestirerek bagka bir kavram 06ne siirdi;
uzayda bir objenin hacmini 6l¢gmek igin bir kiime kulland1 ve daha sonra Hausdorff
boyutu adinda yeni bir kavram ileri siirdii (Grattan,1994).

0 < Topolojik boyut < Hausdorff boyutu < 3

1920°den once boyut kavrami ve dinamik sistemler ile ilgili calismalar
yapilmistir (Goodson, 2015).

Fraktallarin tarihi gelisiminde Cantor, Sierpinski, Von Koch, Peano gibi
matematikgiler tarafindan olusturulan fraktallar, matematiksel canavarlar olarak
adlandirilir. Ilk fraktal sekillerin ortaya ¢iktifi zamanlarda Cantor ciimlesi goriiniis
acisindan digerlerinden farkliydi. Diger fraktal sekiller gibi gosterisli ve karmagik
degildi. Cantor climlesinin, matematigin pek ¢ok alaninda 6zelikle Kaotik Dinamik
Sistemlerde 6nemli rol oynadig1 ve pek ¢ok fraktallar (Julia ciimleleri gibi) igin de

gerekli bir model oldugu goriilmektedir.



Zn41 = Zp? + c iterasyonu altinda periyodik olmayan ydriingeye sahip c-
degerine karsilik gelen noktaya Misiurewicz noktasi denir. Yani z, = 0 sabit nokta
iken iterasyonlar sonucu olusan diger noktalar da sabittir. Tiim Misiurewicz noktalari
Mandelbrot ciimlesinin smirinda yer alir (Brincks, 2005). Bu noktalar dallarin ucu,
spirallerin merkezi ve dallarin birlesme noktalaridir (Biiyiikyi1lmaz, 2009).

Dinamik sistemde yer alan Julia climlelerinin olusmasi i¢in tek yapilmasi
gereken bir c-degerinin belirlenmesi ve iterasyon islemine devam edilmesidir. Bir bagka
deyisle, her bir c-degeri z,,; = z,2 + c iterasyon kurali ile farkli bir Julia ciimlesi
olusturur. Dolayistyla Mandelbrot ciimlesi, yoriingesi sinirli olan c-degerlerinin ciimlesi
oldugundan, Mandelbrot ciimlesi i¢indeki her c-degerine bir Julia ciimlesi karsilik gelir
(Branner, 1989).

Fraktal geometrinin kullanim alanlar1 giin gectikge artmaktadir. Glinlimiizde en
¢ok kullanilan alanlardan bazilari; banka ve finans (Dong ve ark. 2014), bilgisayar

teknolojisi, teknik analizler, miizik, tip ve biyoloji... alanlaridir (Yilmaz, 2013).



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1. Dinamik Sistemler

Iterasyon, kelime anlamu itibariyle tekerriir, tekrarlama, yineleme veya ardisik
islem anlamlarma gelir. iterasyon bir siireci tekrarlamak demektir. Matematiksel
manada iterasyon, fonksiyonun bir girdiye uygulanarak bir ¢ikti elde edilmesi ve
bundan sonraki her adimda olusan ¢iktinin bu siirece dahil edilmesidir (Kaptanoglu,
2000 ).

fx)=x+1
f(f(x)) =x+1+1

f@P)=x+n
Basit iterasyonlardan biri z,,; = z,? + c seklinde ifade edilir. Kompleks
sayillar1 kullanarak Mandelbrot Ciimlesini ve Julia Ciimlesini genellestirmek

miimkiindiir. Bunun i¢in Z ve ¢ kompleks sayilar olmak iizere
C-C
Z -Z*+c
dontisimii esas alinir. ¢ kompleks sayisindan baska bir Z, kompleks sayisi daha alinir

veZ,,Zy,Z5,.. kompleks sayilarin dizisi
Zi= 72y + ¢
Z,= (Zy* + )%+ ¢
Z3 = [(Zo* + ©)* + c]® + (]

Zy= Zn_1* + c



Zne1= Zn> + ¢
olarak yazilir.

Bir prosesi defalarca yapma isine tekrarlama, iterasyon adi verilir. Bu kavram
dinamik sistemlerin temel operasyonlarindan biridir. Dinamikte, proses (tekrarlama) bir
matematiksel fonksiyonun hesabidir (Baskan, 2000).

Bilinen agina fonksiyonlardan karekok alma fonksiyonu ele alinsin. Karekokii
alman ve sonuglari, yeni ilk verilen degerler ve elde edilen degerler, terminoloji
acisindan girdi ve ¢ikti olarak adlandirilir. Bu tiir bir hesaplama bir hesap makinesi
kullanilarak yapilsin. Girdi (input) sayis1 256, fonksiyon (tekrarlanacak olan fonksiyon)
karekok alma olsun (Kaya, 2006).

Boylece, karekok fonksiyonu, her ¢ikti yeni bir girdi olarak ele alinarak, bu

anlamda iterasyon yapilarak su dizi elde edilir.

V256 = 16
V16 = 4
Vi =2
V2 = 1.414214
V1414214 = 1.1189207
V1.1189207 = 1.090508

Bu kavram, karekokten ¢ikarilip, genel bir fonksiyon olarak yazilsin.
Fonksiyon,

IcRE-SR
x = f(x) =Vx

seklinde verilsin.
RLRLRIR..LRZ
(fofofo..of)(x) = FF(f (- (F())) )
veya f(x) = vx segilirse,



F(F(-F@))..) = ﬁ

dir. Kisaca fof = f2, fofof = f3... se¢imi yapilirsa
£(256) = 16
£2°(256) = 1.000005

yazilabilir (Beardon, 1991).

3.1. Tamim (Yoriinge): Bir nokta veya sayinin, iterasyonlar altinda ardisik listelerine

yoriinge denir (Beardon, 1991).

3.1. Ornek:
x =2, f(x) = x? i¢in 2’nin ydriingesi;
2,4,16,256,65536,4294967296 ...
x = 1000 TL, f aylik %5 faizli daimi hesaba para yatirma isleminde, x miktardaki bir

kapitalin faiz getiri adimlari

f(x) =x(1+1%0) =%ix
dir ve 1000 TL nin yoriingeleri
1000,1050,1102,1157
Bir noktanin yoriingesi bazen ilging durumlar sergiler. Mesela belli bir tekrardan

sonra baslangic noktasina gelinebilir. Yani bir dongii olusturabilir.
3.2. Sabit ve Periyodik Noktalar

Bir f fonksiyonu igin;
f(xo) = %o

ISe x,’a f 'nin bir sabit noktas1 denir. Nokta sabit ise iterasyon altinda da sabittir.

FUES( ) o =xg
(f, xo) igin bir N tamsayisi



f¥(x0) = xo

olacak sekilde var ise x,’a f’nin N periyod noktasi denir. Bu 6zelligi tasiyan en kii¢iik
N tamsayisina f’nin ilkel (asil) periyodu denir (Thomas ve ark., 2009).

f, 0 noktasi etrafinda, 45° lik donme olsun.

1 F20x0)

£3(x0)

F8(xo)

Sekil 3.1. Sifir noktas: etrafinda, 45° lik dénme.

f(x)=§ ,(x #x1,x #0)

=X

2 =f(fe)) =

RIr|

2 = FF(F@)) =
£ = £ (FFE)) =

1
=X

2 1R

3.3. Grafik Analiz

Grafik analiz, bir dinamigin davranigini, olusmadan Once tahmin etmektir.
Grafik analizi kullanarak, bir fonksiyonun tekrari anlasilabilir. Bir fonksiyonun ne
yapacaginin anlasilmasinin en iyi yollarindan biri fonksiyonun grafigini ¢izmektir.

f:IR - R’ nin grafigi xy — diizleminde;
G:{(x,F(x))/x € &}
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noktalar ciimlesidir (Dave, 1982).

A
flx) =+x
W
Sekil 3.2. f(x) = v/x grafigi.
M Flx) = x2
W
Sekil 3.3. f(x) = x? grafigi.
A
flx) = 4x(1 — x)
W

Sekil 3.4. f(x) = 4x(1 — x) grafigi.
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S(x) = +/x fonksiyonuna donelim. ilk bakista, sanki yalnizca S(x)’in degil,
S$2(x),S3(x) ... ‘in grafiklerinin de bilinmesi gerektigi izlenimi verir. Fakat oyle
degildir.

y = +/x in grafigi ¢izilir.

y = x in grafigi ¢izilir.

M
= e
Ty Fa
W
Sekil 3.5. y = 4x(1 — x).
(5%(xs), 54 ()
! (5(xp),5 % (x))
(53 (%)-53 (xu))
(st(xu)j
(5% (5,53 (x))
(57020, 53 (%))
Zg 1 1
2

Sekil 3.6. Periyodik Noktalar.

3.4. Attracting-Repelling Sabit Noktalar
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Grafik analizden de goriilecegi gibi, fonksiyonlarin —varsa- sabit noktalar
farkliliklar gosterir. Mesela,
F(x) = %x ve G(x) = 2x
fonksiyonlar1 ele alinsin. 0 = x her ikisinin de sabit noktasit olmasima karsin, x = 0,
F(x)’in attraction da tiim noktalarin yaklastigi nokta iken, x = 0, G(x)’ de yalnizca

sabit noktadir, hatta noktalar 0’dan uzaklasirlar.

Sekil 3.7. F(x) = %x grafigi.

G(x) = 2x

Sekil 3.8. G(x) = 2x grafigi.

Bir fonksiyonun sabit bir noktast P olsun. a < x < b aralig1 P’yi ihtiva ediyor
ve F*(x) = P, (n = oo iken) ise P’ye F’nin attracting noktas1 denir.
Sabit nokta olmakla birlikte, attracting olmayan noktaya ise, repelling sabit

nokta adi verilir.
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3.5. Attraction Basin (cazibe havzasi)

Yoriingeleri, verilen bir attracting noktasina giden noktalarin climlesine
attraction havzasi denir.

Mesela; f(x) = x?2 olsun.

Sabit nokta x = 0 dir.

—1<x <1 araligina dikkat edilirse, bu araliktaki noktalar 0’a gider
(tekrarlarda). Bdylece f(x) = x?’nin 0 noktasi i¢in attraction havzasi (—1,1) aralifidur.

(-1,1), f(x) =x3, x =0icinde (—1,1) attraction havzasidur.

1 : y
F(x) = 5% X = 0’1 attraction havzasi tim reel sayilardir.

3.2. Ornek: Bu 6rmekte F(x) = x? —% fonksiyonunun attracting noktas1 ve attracting

havzas1 hesaplanacaktir.

F(x)=x:>x2—%=x

1
x2—x—2=0
2

:>x1:_T

1+v/3
= xz =

1++/3

Sekil 3.9. F(x) = x2 — % grafigi.
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Grafik analizinden de goriildigi gibi, %5 noktasi attracting noktasidir ve

attracting havuzu

-1-+3 1++3

<x<
2

dir.

3.6. Stable (duraganhk) ézelligi: Bir dinamik sistemde baslangi¢ noktasi degismesine

ragmen yoriingenin geri kalaninin degismemesidir (Pamuk, 2013).

3.2. Tamm (Duragan Dinamik Sistem): Duraganlik 6zelligine sahip olan dinamik

sisteme duragan dinamik sistem denir (Pamuk, 2013).

3.3. Ornek: Fonksiyon P(x) = +/x, (x # 0) olsun. Sifirdan farkl1 her noktanin

yoriingesi duragandir. Ciinkii; (x # 0) olan her x noktasinin attracting noktasi 1°dir.

3.4. Ornek: P(x) = tanx fonksiyonu icin, P’nin tiim yoriingeleri 0.739085’e gider.
0.739085 attracting noktasidir.

3.5. Ornek:

z+w

|z| + |w| = |z + w|:Uggen esitsizligi

Sekil 3.10. |z| + |w| = |z + w| grafigi.

lyl=ly—z+z| <|z| + |y — 2]
lyl = lz| < |y — z|
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z yerine - z yazilirsa
vl =1-zl<|y+z
ly —z| < |y + 2|
|xo + iyo| < 1 olan bir xy + iy, noktasi, 0’a yakinsayan bir yoriingeye,
|xo + iyo| > 1 seklindeki bir noktada oo’a yakinsayan bir yoriingeye sahiptir.
|xo + iyo| < 1 noktalarinin yoriingeleri 0’a yakinsar. Soyle ki;

Tlxo + iyol = |(x0® — ¥0%) + i2x0 V0|

= J(xoz —¥0%)? + 22xoz}’oz

=/ (x0® — ¥0%)?
= xo° = Yo*
= |xo + iyol?
< |xo + iyol
0 < a < 1 olan bir say1 i¢in a > a?’dir. Yani,
Tlxo + iyol < [xo + Lyl
olup,
T"(xg +iyy) = 0
dir.
Cemberin i¢ noktalar1 0’a yaklasir. Cemberin dis noktalar1 oo’a yaklasir.
Cemberin iistiindeki noktalar ise sabit kalir.
Bu ciimle T’nin Julia Ciimlesi olarak bilinir.
IT (xo + iyo)| < [xo + iyol
esitligi su sekilde yorumlanabilir.
|xo +iyo| <1
ozelligindeki noktalar, T iterasyonu altinda 0’a (sifir) yaklasir.

Benzer olarak, |x, + iyy| > 1 noktalar1 da T’nin sonsuz tekrari ile sonsuza
gider. Boylece T altinda yoriingelerin iki (predominant) davranisi elde edilir. Modiilii
1’den kii¢lik olup, 0’a giden noktalar, ki bunlar sabit noktalardir. Modiilii 1’den biiyiik
olup sonsuza giden noktalar.

Bu iki nokta grubu arasinda modiilii 1 olan noktalar vardir. Bu noktalar
kompleks diizlemde 1 yaricapli ¢cember ilizerinde olan noktalardir. Bu ciimle Julia

Ciumlesi olarak bilinir.
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Eger, |xq +iyol =1 ise T|xg+iy,| = 1’dir. Yani, bir nokta Julia Ciimlesi
tizerinde ise yoriingesi de Julia Ciimlesi iizerindedir. Bu da sunu soylettirir; Julia
Ciimlesi T altinda invaryanttur.

Her ne kadar, yoriingeler Julia Ciimlesi iizerinde hapsedilmis (kapana kisilmis)
iseler de, bir yoriingenin gercekten orada oldugunu bulmak, islem olarak zordur.
Mesela; T(z) = z? iterasyonunu Ve baslangi¢ noktasi olarak da,
zy = 0.6 + (0.8 noktasini alalim

20| = 1
T(zy) = (0.6)? — (0.8)? — 2i(0.6).(0.8) = —0.28 + i0.96
|T(z0)| =1, (—0.28,0.96)
T(T(zy)) = (—0.28)% — (0.96)? — 2i(0.28). (0.96) = 0.0784 + i0.5376

T(T(z,)) =1

Benzer islem, z, = % + i% i¢in tekrarlanilabilir.
+1 ve *i noktalar1 harig, yoriingedeki noktalar1 tespit etmek, islemsel olarak
glictiir. Bildigimiz tek sey yoriingesinin Julia ciimlesi tizerinde oldugudur. Ayrica sunu
da hatirlatalim ki; hesapta yapilacak en kiiciik bir hata veya eksiklik (mesela islemcinin
kapasitesinin yetmemesinden kaynaklanan), yoriinge noktasini Julia climlesinin digina
cikarir ki, yoriinge ya 0’a (sifir) ya da sonsuza gider (Brincks, 2005).
Ozetle; kompleks kare fonksiyonu durumunda, bir ydriinge asagidaki iic
durumdan biri olur.
1. Yoriinge 0’a gekilir.
2. Yoriinge sonsuza gider.

3. Yoriinge Julia Ciimlesi iginde kalir.
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4. YORUNGELER

T(z) = z? fonksiyonunun yoériingeleri, ya sonsuza gider ya da sinirl kalir. Eger
fonksiyonun yoriingesi verilen iki durumu da igermiyorsa,bu noktalar attraction havzasi
ve firari noktalar sinirinda kalirlar. Bu ara noktalar ciimlesine Julia Ciimlesi denir.
Boylece Julia Ciimlesi parcelasyonu i¢in ilk metod; yoriingeleri firari olan noktalar
beyaz, digerlerinin siyaha boyanmasidir. Bu iki bolge arasindaki kisim Julia Ciimlesidir.
Bir yoriingenin sonsuza gitmesi su sekilde agiklanabilir; z% + ¢, |c| < 2 formundaki
kuadratik fonksiyonlar i¢in bu karar1 vermek kolaydir. z,’in yoriingesi tizerindeki
herhangi bir nokta 2 yaricapli ¢emberin disinda kaliyor ise yoriinge sonsuza gider
(Goodson, 2015).

4.1. Julia Ciimlesi

Yirminci ylizyilin baslarinda, kendi admin verildigi climlenin temel 6zelliklerini
kavrayan Gaston Julia bir Fransiz matematik¢idir.

Bir polinomun Julia Cilimlesi, sonsuza giden noktalarin sinir climlesidir. Bu su
anlama gelir; Julia Climlesindeki bir noktanin yoriingesi sonsuza gitmez ama hemen
yanindaki noktanin yoriingesi sonsuza gider.

Julia Ciimlelerinin geometrik 6zelliklerini ¢alisirken, basitlik olmas1 ve ilerdeki
boliimlerle beraberligi teshis etmek i¢in

R.2)=2z%+¢
formundaki kuadratik formu kullanilacaktir. Burada ¢ = ¢; + ic, bir kompleks sayidir.
Bu béliimde, 2, nin attraction periodik yériingeye sahip olma durumu incelenecektir.
Daha 6nceden de bildigimiz gibi IR, nin bir attracting cembere sahip olmas1 her zaman
miimkiin degildir. Boylece verilecek olan algoritma ¢ogu c’ler i¢in yetersiz kalacaktir.

Sonraki bolimlerde, bu algoritmalar 6zel smirlamalarin  disina ¢ikarilacaktir.
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Mandelbrot Ciimlesini tanimladigimizda, bunu yapmak icin daha etkili bir yol
gosterilecektir.

Ayrica bu boliimde |c| < 2 sartin1 saglayan noktalar kullanilacaktir.

Julia Cimleleri, Formiil Tekrarlama Metodu ile elde edilen fraktallardandir.
Bunlar Gaston Julia tarafindan 20.yy baslarinda bulunmustur, ama gergek analizi ancak
bilgisayarlar ortaya g¢iktiktan sonra miimkiin olmustur. Diger formiille tekrarlama
metoduyla elde edilen fraktallar gibi Julia Ciimleleri de ¢ok basit formiil kullanilmasina
ragmen ¢ok karmasik olabilirler. Julia Climlesini ¢izmek igin asagidaki yol takip edilir:

1. Herhangi bir ¢ karmasik sayis1 alinir. Bu say1 Julia Ciimlesinin sabiti olacaktir.

2. z bir diger karmasik say1 olarak segilsin.

3. z yerine z2 + c alinir ve bu islem ardisik olarak tekrar edilir.

4. Eger say1 sonsuza gidiyorsa, o sayr kompleks diizlemde isaretlenmez aksi
takdirde ciimleye aittir ve isaretlenir.

5. Diizlemdeki tiim kompleks sayilar kontrol edilinceye kadar 2-4 adimlar: farkl
sayilarla tekrar edilir.

c sabiti herhangi bir kompleks say1 olabilir ve her bir ¢ kompleks sayisi, farkl
bir Julia Climlesi tiretir. Burada ilging olan, ayn1 formiille farkli sabitlerin, birbirine hig

benzemeyen fraktallar: iiretebiliyor olmasidir (Cilingir and Devaney, 2010).

Sekil 4.1. Farkl1 ¢ sayilari i¢in olusan Julia climleleri.

Bazi Julia ciimleleri baglantili (connected) iken bazilari ayrik (disconnected)
noktalarin birlesiminden olusur. Bu durum, ¢ noktasina karsilik gelen Mandelbrot
ciimlesinde olup olmadigidir. Yukaridaki resimde c’nin farkl degerleri igin

z = z% + c formiilii kullanilmastir (Feliks ve ark., 2007).
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4.1. Tamm (Doldurulmus Julia Ciimlesi): f’nin iterasyonlar altinda sinirli kalan
yortingelerin climlesine Doldurulmus Julia Ciimlesi denir ve K ile gosterilir.

Kr = {zeCIf ™ (2) A oo}

seklinde tanimlanir (Branner, 1989).

4.2. Tammm: f’nin iterasyonlar1 altinda sonsuza giden yoriingelerin climlesine co’un
¢ekim havzasi (basin of attractive) denir ve Af(o0) ile gdsterilir.

As(0) = C\ K; = {zeClf ™ (z) > oo}
dir (Branner, 1989).

4.3. Tamm: J; Julia climlesi olmak tizere, kompleks diizlemdeki her c- degeri igin
olusacak Julia cimlesine, Ky doldurulmus Julia ciimlesinin sinir1 denir (Cilingir and

Devaney, 2010).

4.1. Teorem (Fundamental Dichotomy): Kompleks diizlemdeki herhangi bir c- degeri
i¢in £, (0), 0’1n ydriingesi olmak iizere, f.(0) € Ky ise J; irtibathdir, f.(0) & Ky ise ],
Cantor ciimlesidir (Devaney, 1994).

Irtibath ciimleler tek bir parcadan olusurken Cantor ciimlesi sonsuz goklukta
pargadan olusur. Cantor ciimlesinin her bir pargasi da birer Cantor climlesidir ve Cantor
climlesindeki her nokta diger noktalarin limit noktasidir. Bu nedenle Cantor ciimlesi
noktalardan olusmus bir ciimle olup, Cantor tozu olarak da anilmaktadir. Irtibatsiz Julia

climleleri Cantor ciimlesi yapisindadirlar (Sullivan, 1988).
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Sekil 4.2. irtibatsiz Julia ciimlesi (Cantor ciimlesi) (Hacisalihoglu ve Yaz, 2002).

Asagida Julia ciimlelerine 6rnekler verilmistir.

4.1. Ornek: ¢ = 0 igin f(z) = z2 polinomunun Julia ciimlesi Izl = 1 ¢emberidir (Sekil
4.3). Bu ¢emberin bilgisayar grafikleri yardimiyla elde edilen goriintiisii

(Sekil 4.4)’ de gosterilmistir. [zI < 1 ise n — oo i¢in £ (2) = 0 (Sekil 4.5), IzI > lise
n = oo igin f™(2) = oo, Izl = 1 ise f™(z) ¢ember iizerinde kalacaktir (Sekil 4.6).
Gortildugu gibi ti¢ farkli durum ortaya ¢ikmaktadir: Birim ¢ember lizerindeki veya
icindeki herhangi bir noktanin yoriingesi sinirli bir alanda kalirken, cemberin disindaki

herhangi bir noktanin yoriingesi sonsuza gidecektir (Hacisalihoglu ve Yaz, 2002).

1 -

I3
FN

Sekil 4.3. Izl < 1 ise n — oo igin f™(2) - 0.

10

e
D

Sekil 4.4. 1z > 1 ise n — oo igin f™(z) - oo.



Sekil 4.5. Izl = 1ise f™(z) = 1.

Sekil 4.6. f(z) = z? i¢in Julia ciimlesi yesil bolge ile mor renkli bolge arasindaki sinir.

4.2. Ornek: z,,; = z,> + ckuadratik polinomunun ¢ = i i¢in z, = 0 yoriingesi

altinda Julia climlesini inceleyelim.

zo= 0

Z1.= 2> +c=0+i=1i

Z,= 72 +c=0*+i=—-1+i

Z3= 272 +c = (—1+)? +i=-i

Zy = Z3° + ¢ = (—)?*+i = —1+i

Zs = 74> + ¢ = (—14+0)%*+i = —i
24+ c=(-D)*+i=-1+i

N
(<)}

ol

N
wu

0’m yoriingesi {0,—1 + i,—i,—1 + i,—i, ...} olup, siurli oldugu agiktir. O halde
olusan Julia ciimlesi irtibatlidir (Sekil 4.7).
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Sekil 4.7. ¢ = i i¢in Julia climlesi.

4.3. Ornek: ¢ = —1 igin olusacak Julia ciimlesinin bulunmas1 i¢in f_;(z) = z% — 1

altinda 0’1n yoriingesi;

f-1(0) =-1
f-4(=1)=0

f-1(0) = -1
f-1(=1)=0

¢ = —1ig¢in 0’1n yoriingesi {0, —1,0,—1, 0, ... } oldugundan siirhdir,

dolayisiyla Julia ctimlesi irtibathidir (Sekil 4.8).

Sekil 4.8. ¢ = —1 i¢in Julia ciimlesi.

4.2. Mandelbrot Ciimlesi

Mandelbrot ciimlesi, formiille tekrarlama metoduyla tiretilen bir fraktal tipidir.

Mandelbrot ciimlesi, Julia climlesine benzer algoritma ile elde edilir. Mandelbrot
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climlesini ¢izmek i¢in, asagidaki adimlar izlenir:
1.z =0 + 0i alinsin.
2. Kompleks diizlemde segilen bir nokta ¢ olsun.
3.z = z? + c alip bu islemi ardisik olarak tekrarlansin.
4. Eger say1 sonsuza gitmiyorsa, climleye dahildir ve isaretlenebilir. Aksi halde, nokta
sonsuza hangi hizda gittigine bagli olarak renklendirilsin.
Yukaridaki 1-4 adimlar1 diizlemdeki tiim noktalar i¢in tekrarlanir.

Bu algoritmanin Julia climlesindeki ile ayn1 olduguna dikkat edilmelidir, sadece
Mandelbrot ciimlesinin algoritmasinda ¢ degisip z nin ilk degeri (0,0) iken, Julia
climlesinin algoritmasinda z degisip sabit olarak ¢ alinir. Her formiil i¢in bir Mandelbrot

climlesi ve sonsuz sayida Julia climlesi vardir.

Sekil 4.9. Mandelbrot ciimlesi.

Diger formiiller de kullanilabilir. Ilging fraktallar, trigonometrik ve logaritmik
fonksiyonlarla da tiretilebilirler (Hacisalihoglu, 2006).

Mandelbrot ciimlesi, kompleks dinamiklerde 6nemli bir yere sahiptir.

fo:C - C olmak iizere f(z) = z? + c iterasyon kurali ele alinsin. z = 0 sayisinin
fe altindaki degeri f.(0) = c’dir. Benzer sekilde z = ¢ sayisinin f; altindaki degeri
f.(c) = c¢? + c’dir. f. fonksiyonunun bir &nceki asamada elde edilen sayiya, yani
c? 4+ ¢’ye uygulanmasi yeni bir sayi, yani (c?+ c)? + c’yi iiretecektir. Bu isleme
devam edilirse,

(0, £(0), £e(fe(0)), )

karmasik say1 dizisi elde edilir. Bu dizinin limit degerinin sonlu bir say1 olup olmamasi
¢ degerine baglidir. Bunun nedeni f; tipindeki ikinci derece polinomlarin yinelemeli

uygulamalarinin yaricap1 2’den biiyiik her gemberi sonsuza gotiirmesindendir.
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Dizinin, sonlu bir sayiya yakinsadigi c¢ degerlerinin kiimesine Mandelbrot
kiimesi denir. Bagka bir ifadeyle, Mandelbrot kiimesi, dyle bir kiimedir ki ¢ sayist bu

kiimeden se¢ildiginde yukaridaki dizi sonlu bir sayiya yakinsar (Feliks and Mariusz,
2007).

4.4. Ornek: ¢ = 1igin zy = 0’n f(z,) = 2,2 + c altinda olusan y&riingesi:
Zo =0

z7=02+1=1
Z,=12+1=2
z3=22+1=5
z,=52+1=26

Zs = 26% + 1 =677

Zg = 677% + 1 = 458.330

dir. ¢ = 1i¢in zy = 0’ yoriingesi sonsuza gider o halde ¢ = 1 ¢ M’dir.

4.5. Ornek: ¢ = iigin zy = 0’n f(z,) = 2,2 + c altinda olusan y&riingesi:
Zo =0
2,=0%4i=i
Z, = +i=—-1+1i
zz=(—1+)?+i=—i
zy=(—)?+1=—-1+i
zs=(—1+ )2+ 1=—i
Zg=(—)>+1=—-1+i

dir. ¢ = iigin zy = 0’1n yoriingesi belli degerler almakta ve bunun disina

¢ikmamaktadir. O halde ¢ = i € Mdir.
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4.6. Ornek: ¢ = 0igin zy = 0’1n f(z,) = z,% + c altinda olusan y&riingesi:

zo=0
z1=0
Z, =0
z3 =0
Z, =0

dir. Olusan bu yoriinge ise yukaridaki diger iki yoriingeden oldukega farklidir ¢linkii tiim
iterasyonlar i¢in sabit kalir.

Omneklerden de anlasilacagi iizere z, = 0’m f(z,) = z,? + c altinda olusacak
yorilingeleri ya sonsuza gider ya da gitmez. Eger yoriinge sonsuza gitmezse bir¢cok
sekilde davranabilir: sabit, periyodik veya kaotik, fakat esas olan bazen sonsuza gitmesi
diger zamanlarda ise gitmemesidir. Mandelbrot ciimlesi tam da bu 6zel durumun

resmidir (Kenneth, 1982).

4.2. Teorem: Icl > 2 ve Izl > Icl ise z’nin yoriingesi sonsuza gider (Brincks, 2005).

Ispat: Icl = 2 + p ve p > 0 olsun.

2| =lz,2 +c—cl

|z,
1,2 +c—cl <lz,2 + cl+ el (Uggen Esitsizligi)
1z, 21 < 12,2 + ¢l + Icl
12,2 + ¢l = 1z,%1 — Icl
1z, % + cl = 12,21 — |zl 5 1zl = el
12,2 + ¢l > Izl (Iz,] — 1)
1,2 +cl =z, (Il — 1) ;5 1z,l > Icl
1z, 2 +cl =z, 2+p—1) ; lcl=2+p
1,2 + ¢l =z, (p+ 1)
Iterasyon ile z, 1 = z,? + c Ve |z,% + cl = Iz,| (p + 1) oldugundan

1Zpiol =zl (p+ DIp+1) = Iz,l(p+ 1)%,p >0
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1Zpsl =zl (p+ D?(p+1) = Iz, l(p+ 13,p >0

1Zpsr! =1zl (p+ 1D keN
Dolayistyla n — oo i¢in z’nin yoriingesi de sonsuza gider.
Y 6riingenin sonsuza gidip gitmedigini aciklayan bu teorem sunu séylemektedir:
Kompleks diizlemden segilecek her ¢ sayisi igin Icl > 2 ise ¢ € M’dir. Yani

c = 0,—1,—-1.1,—1.3, —1.48, i degerlerinin hepsi Mandelbrot ciimlesinde yer alirken

¢ = 2 + 3i Mandelbrot climlesinin disinda yer alir.

Sekil 4.10. Reel eksene gore simetrik Mandelbrot ciimlesi.

Mandelbrot ciimlesi reel ekseni simetri ekseni olarak kabul eder (Sekil 4.10) (Nigel
ve ark., 2014).

4.2.1. Misiurewicz noktasi

Bazi c- degerleri icin z, = 0 noktas1 yoriingede yer almazken iterasyonlarindan
bazilar1 yoriingede yer alir. Yani periyodik olmayan bir yoriinge olusur. O halde
Zn+1 = Zn? + c iterasyonu altinda periyodik olmayan yoriingeye sahip c- degerine
karsilik gelen noktaya Misiurewicz noktast denir. Yani z, = 0 sabit nokta iken
iterasyonlar sonucu olusan diger noktalar sabittir. Tim Misiurewicz noktalari

Mandelbrot climlesinin sinirinda yer alir. Bu noktalar dallarin ucu, spirallerin merkezi
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ve dallarin birlesme noktalaridir. (Sekil 4.11)’ de bazi Misiurewicz noktalari kirmizi
renk ile gosterilmistir.

Mandelbrot ciimlesi kendisinin sonsuz coklukta kopyasini igerir. Gergekten her
kiiciik Mandelbrot ciimlesinin digindaki lifler kendine has dekorasyonlara sahiptir.
Mandelbrot ciimlesindeki Misiurewicz noktalar1 kendine benzer bir yap1 sergiler. Bu

benzerlik ¢ok kiiciik 6l¢eklerde yakinlastirildiginda goriilebilir.

Sekil 4.11. Mandelbrot ciimlesinin sinirindaki Misiurewicz noktalari.

Mandelbrot ctimlesi, kendisi yar1 kendine benzer bir ciimle olup, smirinda
barindirdigt  Misiurewicz noktalarinin  etrafinda kendine benzerlik mevcuttur

(Hacisalihoglu, 2006).

Sekil 4.12. ¢~-0,1011 + 0,95631 Misiurewicz noktasi etrafinda kendine benzerlik.

4.7.Ornek: ¢ = —2icin z,.,; = z,> + caltindaz, = 0 noktasmin yoriingesi;
zo=0
21=ZOZ+C=O_2 = _2

Z,= 2z +c=4-2 =2
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olup z, = Onoktasi periyodik degildir ve yoriingesi 2. iterasyondan sonra sabit

kalmaktadir. Dolayisiyla ¢ = —2 noktas1 bir Misiurewicz noktasidir (Biiylikyilmaz,

2009).

Asagida Mandelbrot ciimlesine ait 6rnekler verilmistir.

.

Sekil 4.13. Mandelbrot climlesinin kiigiik kopyalari.

Mandelbrot ciimlesinin yakinlastirilmasiyla ortaya ¢ikan sekiller:

Sekil 4.14. Mandelbrot ciimlesi 4.
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4.2.2. Mandelbrot ciimlesinin derinlikleri

Kompleks dinamik sistemlerin en iinlii fraktali olan Mandelbrot climlesinin bazi
kisimlari, kii¢iik 6l¢eklerde yakinlastirildiklarinda ortaya ¢ikan gorsel sonuglara gore

isimlendirilmistir (Sekil 4.15).

- — Fil
Vadisi

Denizati
Vadisi

Sekil 4.15. Fil vadisi ve denizat1 vadisi.

Bunlardan biri denizat1 vadisidir. Bu vadi negatif x-ekseninde, ana kardiyoid ile
ana daireyi birbirine baglayan z = 0,75 + i0 noktasinda olusur. Burada denizatina

benzeyen tomurcuklar goriilmektedir, adi bundan dolay1 denizat1 vadisidir (Sekil 4.16).

Sekil 4.16. Denizat1 vadisi.

Fil vadisi ise pozitif x-ekseninin z = 0,25 + i0 yani simetri ekseninin
baslangi¢ noktasinda olusur. Kiiciik dairesel tomurcuklar fil goriintiilerine
benzetildiginden bu ismi almistir. (Branner, 1989). Daha fazla yakinlastirildiginda
bir¢ok ilging yap1 gozlenir (Sekil 4.17).
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Sekil 4.17 Fil vadisi.

4.3. Mandelbrot — Julia Ciimlesi Arasindaki iliski

Dinamik sistemde yer alan Julia climlelerinin olusmasi i¢in tek yapilmasi
gereken bir c-degerinin belirlenmesi ve iterasyon islemine devam edilmesidir. Bir bagka
deyisle, her bir c-degeri z,,1> 2z,? + c iterasyon kurali ile farkli bir Julia ciimlesi
olusturur (Pamuk, 2013).

Dolayistyla Mandelbrot climlesi, yoriingesi sinirli olan c-degerlerinin ciimlesi
oldugundan, Mandelbrot ciimlesi i¢cindeki her c-degerine bir Julia ciimlesi karsilik gelir

(Sekil 4.18) (Pamuk, 2013).

Sekil 4.18 Mandelbrot ciimlesindeki Julia ciimleleri.

Belirli bir ¢- degeri i¢in z,,; = z,? + c iterasyon kurali ile z, = 0’°dan

baslanarak elde edilecek {z;} -lar sinirl1 bir yoriinge olusturuyorsa J irtibatl, {z} -lar
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sonsuza gidiyorsa J; Cantor ciimlesidir. Julia climleleri ile Mandelbrot ciimlesini ayni

noktada bulusturan tanim asagida verilmistir.

4.4. Tamim: Mandelbrot climlesi irtibatli Julia ciimlelerini olusturan c- degerlerinin
ctimlesidir. Yani M;

M = {ceC | J irtibatli}

= {ceC | f™(0) 4 o0}
={ceClc,c? +c,(c?+c)’+c,... A o}
O halde c e M = c- degerine karsilik gelen Julia climlesi irtibathdir,
¢ € M = c- degerine karsilik gelen Julia ciimlesi Cantor ciimlesidir.
Farkli c- degerleri igin verilmis Julia Climlelerinin resimleri asagida

gosterilmistir (Hacisalihoglu ve Yaz, 2002).

¢ = 0,25 Julia cimlesi, ¢ = —2 Julia cimlesi

[ ;«....#},m:“g}‘.;,..g ‘-)tll}v sudnades ﬁ - 4}.‘ i #,:#3 -

Airplane ciimlesi, ¢ =~ —1,754878

G

(&

s

¢ = 0,26 Julia cimlesi ¢ = —0,75 Julia cimlesi

0 4

Sekil 4.19. Julia Ciimleleri.
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4.4. Fraktal Boyut

4.4.1. Dolambachhgin derecesi

Boyut kavrami ¢esitli matematiksel yan anlamlara sahiptir. Bunlardan en yaygin
olan1 topolojik boyut olarak bilinendir. Cogu zaman bu bir tam sayidir. Ornegin nokta,
dogru ve diizlem sirast ile 0, 1 ve 2 boyutludur. Biz 3 boyutlu uzayda yasariz.
Matematik agisindan verilen bu boyut kavrami kolay olmaktan uzaktir. L.E.J. Brower
(1882-1966), Felix Hausdorff (1886-1942), A.S. Bericovich 1891-1970) ve A.N.
Kolmogorov (1903-1987) gibi matematik¢iler boyutu farkli tamimladilar. Bu
matematikgilerin verdigi tanimlar, tamsay1 olan boyutlarla ilgili degildir. Kabul edelim
Ki a dlgiitii N defa kullanilmis olsun, yani total 6l¢ii Na olsun. O zaman Mandelbrot’un

tanimina gore fraktal boyut:

ile verilir. Burada D’ye dolambagli ¢izginin “dolambaglilik derecesi” denir. Daha sonra
boyut kavrami daha genel olarak tanitilacaktir. Burada log ile 10 tabanindan logaritma

kastedilmektedir. Ama bagka bir taban da kullanilabilir. Uygulamada a 6lgiitiinii, her

defasinda kiigiik adimlarla, 6rnegin 3’lin bir kati olarak aliriz. llogl\ll kesri sabit bir deger
(o]

r

alan D limitine yaklasir. Baz1 hallerde kesrin degeri her adimda ayni1 olur. O zaman (4.1)

formulu
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__ logN
- 1
log (3)

(4.2)
bi¢iminde basit olarak yazilabilir (Cardona ve ark., 2016).

Mandelbrot’un kullandigir boyut kavrami; Kolmogorov (1903-1987) tarafindan
1958’de verilen bir geometrik seklin kapasitesine karsilik gelen, Hausdorff’un
basitlestirdigi boyut kavramidir. Boyut kavrami matematik literatiirinde farkl
anlamlarda kullanilmasia karsilik Kolmogorov’un terminolojisine bagli kalmak

isteyenler boyut yerine kapasite de derler.

4.4.2. Kesirsel boyut

Bir noktanin boyutu yoktur. Uzunlugu, genisligi ve yiiksekligi de yoktur. P sekli
ne kadar biiytik ¢izilirse ¢izilsin bir nokta oldugu bilinirse, noktanin ne oldugu malum
oldugundan bu bir nokta gosterir ve boyutu sifirdir.

Bir dogrunun boyutu 1’dir. Bu boyut onun uzunluguna karsilik gelir. Dogrunun
da genisligi ve yliksekligi yoktur. Fakat uzunlugu sonsuzdur.

Bir diizlem iki boyutludur. Bunlar uzunluk ve genisliktir, fakat derinlik (ya da
yiikseklik) yoktur.

Diizlemin uzunlugu ve genisligi sinirlanamaz.

Fraktallar, kesirsel boyutlara sahip olabilirler. Ornegin bir fraktal 1.6 veya 2.4
boyutlu olabilir. Nedeni asagida agiklanmistir (Dong ve ark., 2014).

Sierpinski Uggeni ele alinsin. Bunun bir fraktal 6rnegi oldugu asikardr.

Simdiye kadar verilen 6rneklerde de goriildiigii gibi fraktallar sonsuz adimlardan
olusan bir algoritmanin sonucu olarak ortaya ¢ikarlar. Asagidaki sekilde bu adamlardan
sadece ii¢ tanesi verilmistir. Dolayisiyla Sierpinski Uggeni, icinde giderek kiigiilen

sonsuz ¢oklukta kiiciik tiggenlerden olusan bir fraktal sekildir (Gao ve ark., 2016).
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Sekil 4.20. Sierpinski Ucgeni.

Fraktallarin kesirli boyutlara nasil sahip olduklarin1 gérebilmek i¢in dnce genel
olarak boyut kavrami verilecektir.

Bir dogru pargasi ve onun uzunlugunun 2 katindaki diger bir dogru pargasindan
olusan bir kendine benzer sekil ele alinsin. Uzunlugu iki misli alinirsa, esas dogru

pargasinin iki kopyasi alinmis olur.

Sekil 4.21. Dogru Pargasi.

Diger bir kendine benzer sekil olarak 1x1 tipinde bir kare ile bu karenin
uzunlugunun ve genisliginin ikiser katlarindan olusan diger bir kare ele alinsin. Boylece

esas karenin dort kopyasi elde edilir. O halde kenarlar1 katlama isi 4 kopya verir.

W S
-

| s |

Sekil 4.22. Kare.

1x1x1 tipinde bir kiip ele alinsin. Uzunlugu, genisligi ve yiiksekligi katlanilsin.
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Boylece esas kiipiin 8 kopyasi elde edilir. O halde katlama isi 8 kopya verir.

Sekil 4.23. Kiip.

Bu bilgiler asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.

Cizelge 4.1. Geometrik sekillerin boyut-kopya sayis1 hesabi 1

Sekil Boyut Kopya sayisi
Dogru pargast 1 2=21
Kare 2 4 =22
Kiip 3 8 =23

Cizelge 4.2. Geometrik sekillerin boyut-kopya sayisi hesabi 2

Sekil Boyut Kopya sayisi
Dogru pargast 1 2=21
Kare 2 4 =22
Kiip 3 8 =23
Herhangi  bir  kendine D n=24

benzer sekil

Burada boyut, “d” dir. Demek ki bir fraktal seklin kopya sayist bilinirse, 2 nin
tistel kuvveti olarak ifade edilebilir.

Yukaridaki tabloya bir satir daha eklensin. O halde Sierpinski Uggeni olarak
adlandirilan fraktalin boyutu verilebilir.

Kenar uzunluklar1 1°er cm olan bir Sierpinski Uggeni ele alinsin. Kenarlarmin
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uzunluklar1 katlansin. Siyah {iggenler, Sierpinski Uggeni’nin bir parcasi olmadiklarindan

(onlar birer deliktirler) bu katlama isi 3 kopya verecektir. O halde 3 = 2¢ yazilabilir.

Burada d boyutur. O halde buradan d = 1993 - 1.585 olur.

log2

2 = 2% ve 4 = 22 olduguna gore 3 = 2%4°deki d degeri 1 ile 2 arasindaki bir degerdir.

Cizelge 4.3. Fraktal ve geometrik sekillerin boyut-kopya sayisi hesabi

Sekil Boyut Kopya Sayisi
Dogru pargasi 1 2=21
Sierpinski Ucgeni d= log3 3=27

log2
Kare 2 4 =27
Kiip 3 8 =23
Herhangi  bir  kendine D n = 2¢4

benzer sekil

O halde Sierpinski Ucgeni’nin boyutu 1 ile 2 arasinda bir sayidir. Hesap
makinas1 yardim ile 3 = 2¢ esitliginde d’ye 1.1 verilirse, 3 yerine 2.143547 ve 3’e
daha yakin bir deger i¢cin d’ye 1.2 verilirse, 3 yerine 2.2974 elde edilir. Bu ikincisi 3’e
daha yakindir. Bu sekilde devam edilirse d’ye daha uygun bir deger bulunur. 3’e yakin
degeri veren d sayisi, Sierpinski Uggeni olarak adlandirilan fraktalin boyutudur ve

— Log3 gir
log2 )

Bu da fraktallarin boyutlarinin nasil birer kesirli sayr ve kesirli boyut

olabileceklerini gostermektedir (Hacisalihoglu ve Yaz, 2002).

4.5. Koch Egrisi ve Boyutunun Hesaplanmasi
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1904°te Helge Von Koch, higbir noktada tegeti olmayan bir 6rnek verdi. Onceleri
tamamen hayal mahsulii olan bu egri, yaklasik bir asir sonra, piir ve uygulamali
matematikte detayli olarak yer almistir. Ayni zamanda hastalarin takibinde ortaya ¢ikan
egrilere benzemektedir. Bu nedenle Patolojik Egri olarak da adlandirilir. Koch bu egriyi,
kiriklarin sayisinin artan yaklasimlar serisinin limiti olarak zihninde tasarladi. Bu
egrinin bitmis hali sonsuz uzunluktadir, fakat egrinin sinirladigi alan sonlu
bliylikliiktedir. Egrinin tekrarlayan olusumu asagida gosterilmektedir (Zhu and Dong,
2016).
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Sekil 4.24. Koch Egrisi.

Bu inga hali Cantor Ciimlesi’ne benzemektedir. Burada da bir dogru pargasi ile
baglanilir. Bu dogru pargast 3 es pargaya ayrilir ve ortadaki alinir. Bir eskenar liggen
seklinde disa dogru tamamlanir. Boylece 4 es dogru pargasindan olusan bir kirik ¢izgi

elde edilmis olur. Buna motif veya olusturucu denir. Eger Oncii dogru parcast 1

uzunlugunda segilirse, motif her biri é uzunluklu 4 par¢adan olusur. Dolayisiyla motifin

. 4
toplam uzunlugu 3 olur.

Benzer bi¢imde 4 parg¢adan her birini 6ncii kabul ederek ayn1 islemle birer motif

haline getirilebilir. Boylece (A4;) elde edilir. Son durumda 4.4 = 16 es dogru pargasi yer
alir. Bu egrinin total uzunlugu 1796 = (g) 2 olur. Benzer sekilde 1 adim daha devam
edilirse, As. adimda 43 = 64 bulunur ve her birinin uzunlugu (é) 3 = % olan, es dogru

parcalarindan olusan bir egri elde edilir. Bu egrinin toplam uzunlugu
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" 1 4.
27 (3)
olur.

O halde

logs log4? loga®

log3’ log32' log33’ """

oldugundan (4.2) formiili uygulanabilir.

logN
D= g T
log ()
N: Tekrar sayisi
r: Kiiciiltme ¢arpani
= 9% _ 126
log3 '

olur. Ay 1n biitiin orta pargalarinin limiti, hizli bir sekilde uzaklasir ve geriye tam bir
Cantor Ciimlesi kalir. O halde Koch Egrisi de kendine benzerdir. Her bir kiiciik parga
biitiiniin minyatiir kopyasi olacaktir. Bu nedenle Koch Egrisi de bir Cantor Ciimlesi
olacaktir (Barnsley, 1988).

Koch Egrisi, genis bir fraktal grubunun prototipidir. Yine bir dogru pargasi ele

alinir. Sonra da bu dogru pargasi 4 es pargaya boliiniir ve ortadaki iki par¢a 1. adimdaki

gibi islenir.
0.Adim (a) oncii
1.Ad
m —
|
(b) olusturucu (motif)

Sekil 4.25. Minkowski Fraktali.

Elde edilen motife Minkowski Fraktali denir.
Buradar = ive N = 8dir.

__ logN __ log8 __ 5
log (%) log4
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Sekil 4.26. Minkowski Fraktali.
Bu fraktallarin boyutlar1 asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.

Cizelge 4.4. Fraktal sekillerin boyut-kopya sayis1 hesabi

Sekil Boyut Kopya sayisi
K limlesi log?2 — 3d
antor Climlesi d= gs _ 0.63 2=73
log3
K Srisi log4 = 34
och Egrisi d= 0g% _ 126 4=3
log3
Minkowski Fraktali o log8 L5 8 = 44
"~ logd

4.6. Hausdorff Boyutu

1919°da Felix Hausdorff, uzayda bir objenin hacmini dlgmek icin bir kiime
kulland1 ve daha sonra Hausdorff boyutu adinda yeni bir kavram ileri siirdii
(Grattan,1994).
Hausdorff boyutu, topolojik boyuttan biiyiiktiir ya da topolojik boyuta esittir.
0 < Topolojik boyut < Hausdorff boyutu < 3
Bu boyutun hesaplanmasi pratikte ¢ogu zaman zordur. Bir egrinin fraktal

boyutunu 6l¢menin kolay bir yolu vardir. Buna kutu sayma metodu denir.

4.7. Kutu Sayma Metodu

Egri kiiciik karelerin bir kafesi ile ortiiliir ve sonra egrinin gectigi kareler sayilir.
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Bu metot, kareler giderek kiigiiltiilerek tekrarlanir. Ardisik olarak, egriyi iki defa

ortmede kullanilan karelerin sayilar1 p ve q ise;

p
logq

log?2
degeri fraktal egrinin fraktal boyutudur (Hacisalihoglu, 2006).

4.8. Ornek: Dogrunun fraktal boyutu 1°dir.

10 Kare 20 Kare

Sekil 4.27. Dogrunun karelerle ortiilmesi.

Fraktal boyut = log (20/10)/log(2) = 1

4.9. Ornek. Julia Ciimlesinin boyutu 1.152°dir.

T |
] ¥
e e
TS 2
= o2 N
; =
e
<7
=t
- 1
27 Kare 60 Kare

Sekil 4.28. Julia Climlesi’nin karelerle ortiilmesi.

Fraktal boyut = log (60/27)/log(2) = 1.152
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Bir fraktal, standart Oklid teknikleri ile dl¢iilmek istendiginde bazi sorunlar
ortaya ¢ikar. Bilinen ve genel olarak, bir egrinin (asagida siyah ile g0sterilen)
uzunlugunu 6l¢mede kullanilan metod, egrinin gittikge kiigiilen dogru pargalari (asagida
kirmizi ile gosterilen) yardimiyla yaklasik uzunlugunun bulunmasi metodudur. Metoda,
egri lizerinde iki nokta secilip, bu noktalar1 birlestiren dogru pargalari ile baslanir. Bu
noktalar arasindaki egrinin uzunlugu, noktalar1 birlestiren dogru pargasinin
uzunlugundan kii¢iik olamaz, o halde dogru pargalarinin birlesiminin uzunlugu, egrinin
uzunlugundan kiigiik veya ona esittir. Secilen orijinal noktalar arasinda, egri iizerinde
olan diger noktalar da segilir ve onlar daha kii¢iik olan dogru pargalari ile birlestirilir.
Bu isleme devam edildiginde dogru pargalarinin birlesimlerinin uzunlugu, egrinin
uzunluguna yaklasacaktir. Boylece dogru parcalart kiigiilerek isleme devam edildiginde,
egriyi dogru pargalarinin birlesiminden ayirt etmenin zorlasacagi goriilmektedir (Aydin,

2015).

Sekil 4.29. Egriyi gittikge kiiclilen dogru pargalart yardimiyla yaklagik uzunlugunu

hesaplama.

Ayn1 metod, Koch Egrisi’nin uzunlugunu 6lgmek igin kullanilsin. Once, Koch
Egrisi’nin u¢ noktalarini birlestiren dogru ¢izilir. Dogrunun uzunlugu L, ile gosterilsin

ve Ly = 1 olsun. Koch Egrisi’nin uzunlugu her ne ise 1’den biiyiik olacag: asikardir.

Sekil 4.30. Koch Egrisi 1. Adim.
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Secilen u¢ noktalar arasinda kalan, iic nokta daha belirlensin. Her biri g

uzunlugunda olan 4 dogru pargasi elde edilir. Bu dogru pargalarinin birlesiminin

.. 4, ..
uzunlugu ise L, = 3 tiir.

Sekil 4.31. Koch Egrisi 2. Adim.

Bu isleme devam edilsin. Her bir nokta gifti arasinda kalan 3’er nokta daha

belirlensin. Bu, her birinin uzunlugu % olan 16 tane kii¢iik dogru pargasi verecektir. Tiim

bu dogru parcalarinin birlesimlerinin uzunlugu L, = 17,6 = (%)2 olur.

Sekil 4.32. Koch Egrsi 3.Adim.

Bu isleme n defa devam edildiginde, dogru parcalarinin birlesiminin toplam
uzunlugu L, = (g)n *dir. Koch Egrisinin uzunlugu her bir L,’den biiyiiktiir. Burada

Koch Egrisinin sonsuz uzunlukta oldugu goriilmektedir.

Egri ¢ok girintili ¢ikintili oldugu i¢in uzunlugun yerine, kapladigir alana
bakilmasi daha anlamli olur. O halde Koch Egrisinin kapladig: alan, ikizkenar ti¢genle
ortillerek hesaplanilsin. Gittikge kiigiilen tiggenlerin kullanilmasi, Koch Egrisi’nin

alaninin daha dogru tahmin edilmesinde yardimci olacaktir. Once Koch Egrisi, tek bir
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ticgenle ortiilsiin (Sekil 4.33). Uggenin taban uzunlugu 1 ve yiiksekligi g "dir. Boylece

alan1 4, = — ’dlr Koch Egrisi’nin kapladigi alan, A, dan kiiciiktiir.

Sekil 4.33. Koch Egrisi’nin liggen ile ortiilmesi.

Bu tiggen yerine, Koch Egrisi’ni orten 4 kiigiik tiggen alinsin (Sekil 4.33). Her

bir liggenin taban uzunlugu ve yiiksekligi orjinal liggeninkinden % oraninda kiiclik

olacaktir, bdylece her birinin alan1 da esas liggene gore é oraninda kiiciilecektir. Buradan
.. . V3, 4

bu 4 tiggenin toplam alani, A; = () (S) olur.

Ortme isi, her bir kiigiik iicgen yerine daha kiigiik 4 iiggen ile yapilsm. Yeni

tiggenlerin taban ve yiikseklikleri, onceki ti¢genlerin é’ﬁ kadardir. O halde, bu

tiggenlerin alanlar1, dncekilerin i’u kadar olur. Tiim bu tiggenlerin toplam alani

V316 V3 4,
= Fg=- P

olur.

Sekil 4.34. Koch Egrisi.

Bu isleme n defa devam edildiginde toplam alan A4, = (g).(g)” olarak
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bulunur. Koch Egrisi’nin alanlarinin her biri, A,,’den daha kiiciiktiir. Dolayisiyla Koch
Egrisi’nin kapladig1 alan sifirdir.

Uzunluk 1 boyutlu bir 6l¢iimdiir; alan ise 2 boyutlu bir dl¢iimdiir. ikisi de Koch

kiigiiktiir. (Cardona ve ark. 2016).
4.10. Ornek (Koch Egrisi icin kutu-sayma boyutu):

Gitgide kiigiilen kutularla Koch Egrisi ortiilstin.

m i
&1 =§,N(T1) = 3

n r, =1/9,N(rp) = 12
s" hz r3 = 1/27,N(r3) = 48

Sekil 4.35. Koch Egrisi’nin kutu sayma boyutu.

O halde
N(1/3) =3
N(1/9) = N((1/3)?) =12 =3.4
N(1/27) = N((1/3)3) = 48 = 3.42
yazilabilir. Genel olarak;
N((1/3)") = 3.4
noktalar1 isaretlenirse;
(log(1/75)),10g(N(r0))), (log(1/71),1og(N(11))), (log(1/73),1og(N(12))),
(log(1/73),10g(N(73))), ...
elde edilir.
Goriildugii lizere, noktalar egimi 1.26 olan bir dogru iizerinde yer alirlar. O
halde Koch Egrisinin boyutu 1.26’dur.
N((1/3)™) = 3.4™""! bagmtisindan d,’nin tam degeri, Koch Egrisi icin de
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hesaplanabilir.
_ logNE®™
log (1/()™)
= log(3.4" 1) /log(3™)
= ((n—1)log(4) +log(3))/(nlog(3))
= (nlog(4) —log(4) + log(3))/(nlog(3))
= (nlog(4))/(nlog(3)) — log(4)/(nlog(3)) + log(3)/(nlog(3))
= (nlog(4))/(nlog(3)) + (1/n)(—log(4)/log(3) + log(3)/log(3))

ve bu sekilde n = o i¢in log(4)/log(3) = 1.26186 olur. Boylece Koch Egrisi i¢in
log4

boyut, d;, = = 1.26186°dur.

log3

Bir seklin uzunlugu n — o igin N(73,) 7, ile ve alam ise n — oo igin N(7,)7,2
ile dlgiilityordu. O halde d boyutlu bir seklin 8lciilmesi i¢in, n — oo icin N(7;,) 1,2 nin
kullanilmasi gerektigi diigiiniilebilir.

Egriler, Koch Egrisi’nin boyutunun 1.2 ve 1.3 arasinda oldugu gercegini
dogrulamaktadir (Benoit, 1982).

4.8. Moran Denklemi

Benzerlik boyutunu veren dg = llog(lf) formiilii, tiim parcalar1 ayni oSlgekli,
og

T

kendine benzer fraktallara uygulanabilir.

Farkli 6lgekli olan kendine benzer bir fraktal sekil ele alinsin. Fraktal Slgekleri
7,72, ..., Ty seklinde N pargaya boliinsiin. Benzerlik boyutu formiilii genellestirilir. Bu
formiil, her bir 6l¢egi digerinden ayirt edecek sekilde yeniden yazilmalidir. Ancak r’nin,

1; degerleri degistirilebilir. d = d alinsin,

d = o8 (Ill)
log ()
ifadesi
dlog(1/r) =log(N)
yazilabilir.

1=N.r¢

Boylece fraktal boliindiigiinde her bir kopya igin ayn1 r’yi veren
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1=7%+.+714
ifadesi elde edilir. Her bir r kopyasi igin r; alinirsa, d benzerlik boyutu asagida verilen
esitligi saglar.
1=nr%++n
Bu ifade Moran Denklemi’dir. Her bir r;, 0 <r; < 1oldugu siirece, Moran
Denklemi’nin ¢6ziimii tektir ve bu ¢oziim d = dg benzerlik boyutudur.
(Coziimiin tekligi asagida hesaplanmistr.
1=nr%+ - +n
nind <n, <1,..,ve0 <ry < 1’da ¢oziimiin tek oldugunun gosterilmesi i¢in
f(d) =%+ -+ 1y
fonksiyonu ele alinsin.
Burada f(0) =7r,°+--+1ry®=1+--4+ 1= Noldugu goriiliir. ikinci olarak
d = o i¢in f(d) = 0’dir. Bunun sebebi her r;, <1 ve 0 < r; oldugundan d — oo her
bir r; > 0 olacaktir. Ugiincii olarak f(d)’nin grafigi siirekli azalandur.
Tirevi;
f'(d) =r%In(ry) + -+ ry¢ In(ry)
dir. 0 < r; < 1 oldugundan, her bir In(r;) < 0, ve f '(d) < 0’dur.
Omek olarak, N=4, rn=r,=1r;=1/2ve 1, =1/4icin y = f(d) nin
grafiginin, y = 1l icin d = 1.72368°de kestigine dikkat edilmelidir. Bu deger, bu
Olgeklere gore fraktallarin benzerlik boyutudur (Ufuktepe ve Aslan, 2002).
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5. BAZI FRAKTAL SEKILLERIN MATLAB KODLARI

Bu boliimde, bazi bilinen fraktallarin ¢izimi i¢in yazilan matlab kodlarina ait

m/file’lar ve ilgili fraktalin grafik ¢iktilar1 verilecektir.

5.1. Hilbert Uzay Dolduran Egri

File Edit View Inset Tools Desitop Window Help
NEdse | b|RRODEL- Q0B nO

Sekil 5.1. Hilbert Uzay Dolduran Egri.

function [x,y] = hilbert(n)
if nargin ~=1
n=06;
end
ifn<=0
x=0;
y=0;
else
[x0,y0] = hilbert(n-1);
X = .5*[-.5+y0 -.5+x0 .5+x0 .5-y0];
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y = .5*[-.5+x0 .5+y0 .5+y0 -.5-x0];
end
pause(2)
plot(x.y,"-);
axis off;
(Lundgren, 2010).
5.2. Pisagor Agaci

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

FEEEDDEEEEI ARG

Sekil 5.2. Pisagor Agaci.

function M = Pythagor_tree(m,n,Colormap)
narg = nargin;
if narg <=2
Colormap = 'summer’;
ifnarg <=1
n=12;
if nargin ==
m =0.8;
end
end
end
ifm<=0

error([mfilename ".e0],'Length of m has to be greater than zero');


http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/27577-fractal-curves/content/hilbert.m
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end
if rem(n,1)~=0
error([mfilename ":e0]," The number of level has to be integer’);
end
if ~iscolormap(Colormap)

error([mfilename ":e1],'Input colormap is not valid');

end

d =sqrt(1+m"2);
cl =1/,

c2 =m/d,

T =[01/(1+m"2);1 1+m/(1+m"2)];
alphal = atan2(m,1);
alpha2 = alphal-pi/2;
pi2 =2*pi;
nEle =2~(n+1)-1;
M = zeros(nEle,5);
M(1,:)=[0-1011];
Offset = 0;
fori=0:n
tmp = 27;
M(Offset+(1:tmp),5) = i;
Offset = Offset + tmp;
end
for i =2:2:(nEle-1)
i =i/2;
mT = M(j,4) * mat_rot(M(j,3)) * T;
TX =mT(1,)) + M(j,1);
Ty =mT(2,)) + M(j,2);
thetal =rem(M(j,3)+alphal,pi2);
theta2 =rem(M(j,3)+alpha2,pi2);
M(i ,1:4) =[Tx(1) Ty(1) thetal M(j,4)*c1];
M(i+1,1:4) = [Tx(2) Ty(2) theta2 M(j,4)*c2];
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end

Pythagor_tree_plot(M,n);
Pythagor_tree_write2svg(m,n,Colormap,M);
function Pythagor_tree_write2svg(m,n,Colormap,M)
Display_metadata = true;

nEle =size(M,1);

r2  =sqrt(2);

LOffset = M(nEle,4) + 0.1;

min_x =min(M(:,1)-r2*M(:,4)) - LOffset;

max_x = max(M(:,1)+r2*M(:,4)) + LOffset;
min_y =min(M(:;,2) ) - LOffset;
max_y = max(M(:,2)+r2*M(:,4)) + LOffset;

ColorM = zeros(n+1,3);

eval(['ColorM = flipud(' Colormap '(n+1));1);

co =100;

Wfig = ceil(co*(max_x-min_Xx));

Hfig = ceil(co*(max_y-min_y));

filename = ['Pythagoras_tree_1_'strrep(num2str(m),".’," )" ...

numz2str(n) '_' Colormap ".svg'l;

fid = fopen(filename, 'wt');

fprintf(fid,'<?xml version="1.0" encoding="UTF-8" standalone="no"?>\n");

if ~Display_metadata
fprintf(fid,'<!DOCTYPE svg PUBLIC "-//W3C//DTD SVG 1.1//[EN"\n";
fprintf(fid," "http://www.w3.0rg/Graphics/SVG/1.1/DTD/svgll.dtd">\n");

end

fprintf(fid,'<svg width="%d" height="%d" version="1.1"\n',Wfig,Hfig);

if Display_metadata
fprintf(fid,\txmlIns:dc="http://purl.org/dc/elements/1.1/"\n");
fprintf(fid,\txmlIns:cc="http://creativecommons.org/ns#"\n’);
fprintf(fid,['\txmIns:rdf="http://www.w3.0rg/1999/02/22"...

-rdf-syntax-ns#"\n']);

end
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fprintf(fid,\txmlns:svg="http://www.w3.0rg/2000/svg"\n’);
fprintf(fid,\txmlIns="http://www.w3.0rg/2000/svg"\n");
fprintf(fid, \txmlIns:xlink="http://www.w3.0rg/1999/xlink">\n");
if Display_metadata
fprintf(fid,\t<title>Pythagoras tree</title>\n’);
fprintf(fid, \t<metadata>\n');
fprintf(fid,\t\t<rdf:RDF>\n");
fprintf(fid,\t\t\t<cc:Work\n");
fprintf(fid, \t\t\t\trdf:about="">\n");
fprintf(fid,\t\t\t\t<dc:format>image/svg+xml</dc:format>\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t<dc:type\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://purl.org/dc/dcmitype/Stillimage" />\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t<dc:title>Pythagoras tree</dc:title>\n");
fprintf(fid,\t\t\t\t<dc:creator>\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t\t<cc: Agent>\n');
fprintf(fid, \t\t\t\t\t\t<dc:title>Guillaume Jacquenot</dc:title>\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t\t</cc:Agent>\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t</dc:creator>\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t<cc:license\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/"
/>\n");
fprintf(fid, \t\t\t</cc:Work>\n");
fprintf(fid, \t\t\t<cc:License\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\trdf:about="http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/">\n");
fprintf(fid,\t\t\t\t<cc:permits\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/ns#Reproduction” />\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t<cc:permits\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/ns#Reproduction™ />\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t<cc:permits\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/ns#Distribution™ />\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t<cc:requires\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/ns#Notice" />\n’);
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fprintf(fid, \t\t\t\t<cc:requires\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/ns#Attribution™ />\n");
fprintf(fid,\t\t\t\t<cc:prohibits\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/ns#CommercialUse"
/>\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t<cc:permits\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/ns#DerivativeWorks"
/>\n");
fprintf(fid, \t\t\t\t<cc:requires\n’);
fprintf(fid, \t\t\t\t\trdf:resource="http://creativecommons.org/ns#ShareAlike" />\n");
fprintf(fid, \t\t\t</cc:License>\n");
fprintf(fid,\t\t</rdf:RDF>\n");
fprintf(fid, \t</metadata>\n’);
end
fprintf(fid,\t<defs>\n");
fprintf(fid, \t\t<rect width="%d" height="%d" \n',co,co);
fprintf(fid, \t\t\tx="0" y="0"\n");
fprintf(fid, \t\t\tstyle="fill-opacity:1;stroke:#00d900;stroke-opacity:1"\n’);
fprintf(fid,\t\t\tid="squa"\n");
fprintf(fid, \t\t/> \n");
fprintf(fid,\t</defs>\n");
fprintf(fid,\t<g transform="translate(%d %d) rotate(180) " >\n',...
round(co*max_x),round(co*max_y));
fori=0:n
fprintf(fid, \t\t<g style="fill:#%s;" >\n',...
generate_color_hexadecimal(ColorM(i+1,:)));
Offset = 2/Ni-1;
for j = 1:2M
k = j + Offset;
fprintf(fid,['\t\t\t<use xlink:href="#squa" ',...
‘transform="translate(%+010.5f %+010.5f)"...
' rotate(%+010.5f) scale(%8.6f)" />\n",...
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co*M(k,1),co*M(k,2),M(k,3)*180/pi,M(k,4));
end
fprintf(fid,\t\t</g>\n");
end
fprintf(fid,\t</g>\n");
fprintf(fid,'</svg>\n");
fclose(fid);
function M = mat_rot(x)
¢ = cos(x);
s = sin(x);
M=[c -s; s c];
function H = Pythagor_tree_plot(D,ColorM)
if numel(ColorM) ==
ColorM = flipud(summer(ColorM+1));
end
H = figure(‘color','w");
hold on
axis equal
axis off
for i=1:size(D,1)
cx  =D(i,1);
cy =D(i,2);
theta = D(i,3);
si =D(i,4);
M =mat_rot(theta);
X =si*[01100];
y =si*[00110];
pts = M*[xy];
fill(cx+pts(1,:),cy+pts(2,:),ColorM(D(i,5)+1,%));
pause(0.01)
end

function Scolor = generate_color_hexadecimal(color)
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Scolor ='000000";

fori=1:3

¢ = dec2hex(round(255*color(i)));

if numel(c)==1
Scolor(2*(i-1)+1) =c;

else
Scolor(2*(i-1)+(1:2)) = c;

end

end

function res = iscolormap(cmap)

LCmap ={...

‘autumn’

'bone’

‘colorcube’

‘cool’

‘copper’

flag'

‘gray’

‘hot'

1

‘hsv
et
lines’

‘pink’

‘prism'

'spring’

'summer’

‘white'

‘winter'

b

res = ~isempty(strmatch(cmap,LCmap,'exact’));
(Jacquenot, 2010).
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6. YENI BIR FRAKTAL TAKDIiMi

6.1. S1/4 Cembersel Fraktal

Bu boliimde, yeni bir fraktal takdimi yapilacaktir. Algoritmik olarak, alinan bir
cemberin dort esit parcaya boliinmesi ve olusan her bir parcanin sinirlarina teget olan
dort yeni ¢emberin ¢izilmesi seklinde ifade edilecektir. Ayn1 zamanda, bir fonksiyonun

ardigik tekrarlanmasini esas alan bir fraktal tanimlanacaktir.

My(ay,

(0.b)=F

0 E(ay, 0)

Sekil 6.1. Cember Formu.

Fraktalin olusturulmasi:
1. $1,(0,0) merkezli gember gizilir.
2. §1,(0,0) gemberi merkezden gegen x Ve y eksenine paralel (ki ilk adimda

eksenlerin kendileridirler) dogrularla 4 parcaya ayrilir. Bu pargalama sonunda olusan
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bolgelerin sekildeki bilgilerle soyledir.

I: OAB bolgesi,

II: OBC bolgesi,

I11: OCD bolgesi ve

IV: ODA boélgesi.
Her bir bolge, kenarlarindan ikisi dogru parcast ve iiglinclisii ¢gember yayidir. Her bir
bolgede, sinir egrilerine teget olan ¢gemberler ¢izilsin. 1. bolgedeki detayli incelenecektir.
Diger bolgelerdeki cemberler de, degisen merkezin bilesenlerinin isaretidir.

M, (a, b) merkez noktanin, x —eksenine, y — eksenine ve T teget noktasina olan

uzakliklari esittir. Islemler sirasinda fazla indisin kullanilmamast igin, x = a, ve y = b,

yazilacaktir.
d(M,x — eks) =y
d(M,y — eks) = x vex = y’dir.
1 1 4O
d*(M,T) = (x — ﬁr)2 +(y — ﬁr)z dir.
dM,T) =d(M,x) =d(M,y — eks)
esitliginden;
1 1
(x = \/—ET)Z + (x — \/—Er)z = x?
4
xz—\/—irx+r2 =0 (6.1)
Ikinci derece denklemi elde edilir. (6.1) denkleminin kokleri
X1,2 = r(vV2+1)
dir.

r(V2+1) > g oldugundan bu kok alinmaz. Bdylece, M nin bilesenleri

x=r(2—-1),y =12 - 1) ve i¢ teget gemberin yarigap1 r(v/2 — 1)’dir. Sekildeki

indislere doniilecek olursa,

M;(a,,by) = M, (r(\/f — 1),7“(\/? — 1)),r1 =r(2-1)

yazilabilir.
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I1, 111 ve IV. bolgelerdeki ¢gemberler i¢in; yarigaplar
1 =1,=1r; =1, =r({/2—1) ve merkezler;

K,(aq,b,) = (—r(\/f — 1), r(\/f — 1))

Ly(ay,by) = (-r(v2-1),-r(vV2-1))

Ny(ay,by) = (r(¥V2 - 1),-r(vV2 - 1))
seklinde bellidir.

I. bolgede ve ilk i¢ teget ¢ember igin yapilan islemlerden goriildiigii gibi r
yarigapt, islemlerde degisken degildir. islemi yonlendiren v2 — 1 carpamdir. Eger
k =2 — 1 yazilirsa,

rn =k
dir.

Ik cember icin yapilan islemler, S}, . (1) ¢emberi igin tekrarlanirsa,

rn=r.k=r.kk=rk?
ve merkez bilesenleri icin, ikinci ¢gemberin I. bolgesinde,
M,(a,,b,) = (rk + ik, vk + rk)
ve
T, = rk?

yazilabilir.

Hep 1. bolgelerde calismak kaydiyla, merkezler dizini,
M,(ay, by) = (rk,7k)
Mz(az, bz) = (Tk + le, rk + le)

Ms(as, bs) = (rk + rik + ryk, vk + rik + ryk)
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M, (an, by) = (rk + Yt rk, vk + Y1 rk)
ve yarigaplar i¢in;
r=r
rn=rk
r, =nk=r.kk=rk?

r3 =1k =1.k* k =rk3

T, = Ty_1k =Tk

yazilabilir.
Buraya kadar yapilanlar, II, III ve IV bolgelerde tekrarlanabilir. islemleri
yonlendiren x ve y’nin negatif veya azalan degerleridir.

II. bolge i¢in incelenecek olursa;
K,(ay, b)) = K; (—r(\/? — 1),r(\/§ — 1)) ;1 =1(2—-1)
k=vV2-1

yazilirsa,
n=kr
dir.
Ik ¢ember i¢in yapilan islemler, Sty . (1) ¢emberi igin tekrarlanirsa,
rn=r.k=r.kk=rk?
ve merkez bilesenleri i¢in, ikinci ¢gemberin II. bolgesinde,
K,(a,, by) = (rk + rik, vk + r k)
K’nin bilesenleri

x=-r(V2—-1) , y=r({2—-1) ve i¢ teget cemberin yarigapi r(v2—1) dir.

Sekildeki indislere donecek olursak,
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Ki(ay,b) = Ky (-r(V2 = 1),r(V2- 1)),y = r(V2 = 1)
Hep II. bolgelerde ¢alismak kaydiyla, merkezler dizini,

Ki(ay, b)) = (—rk, k)

K;(ay by) = (—(rk + rik), vk + r k)

K3(a3, b3) = (—(T‘k + le + rzk), T‘k + le + Tzk)

Kn(an, by) = (—(rk + Y1 rik), vk + X 1trk)

yazilabilir.

III. bolge i¢in incelenecek olursa;

L,(ay,by) =L, (—r(\/f — 1), — r(\/? — 1)),r1 =r(v2-1)
k=+v2-1

yazilirsa,
n=kr
dir.
Ik gember i¢in yapilan islemler, S1; , (1) ¢emberi i¢in tekrarlanirsa,
rn=r.k=r.kk=rk?
ve merkez bilesenleri i¢in, ikinci gemberin III. bdlgesinde,
L,(ay, by) = (rk + rik, vk + r k)
L’nin bilesenleri

x=-r(V2—-1) , y=-r({/2—1) ve i¢ teget cemberin yaricapt r(~2 — 1)’dir.

Sekildeki indislere donitilecek olursa,
Ll(al, bl) = L1 (—T(\/E - 1), —T(\/E - 1)) ,Tl = T(\/i - 1)

Hep II1. bolgelerde ¢alismak kaydiyla, merkezler dizini,
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Li(ay, by) = (—rk,—1k)
L,(ay, by) = (—(rk + rik),—(rk + rk))

L3(a3, b3) = (—(T‘k + T'lk + rzk), —(T‘k + T'lk + Tzk))

Ln(an, bn) = (—=(rk + XiZi k), —(rk + XiZi k)
yazilabilir.

IV. bélge i¢in incelenecek olursa;
Nl(al, bl) = Nl (r(\/i — 1), _T(\/E o 1)) ,Tl = T(\/E - 1)
k=v2-1

yazilirsa,
rn =kr
dir.
Ik cember igin yapilan islemler, Sy , (1) ¢emberi igin tekrarlanirsa,
rn=r.k=r.kk=rk?
ve merkez bilesenleri i¢in, ikinci gemberin IV. bolgesinde,
Ny(a,, by) = (rk + rik, —(rk + 1 k))
N’nin bilesenleri
x=r(\2-1) , y=-r(¥2—1) ve i¢ teget cemberin yaricapt r(~/2 — 1)’dir.
Sekildeki indislere dontilecek olursa,
Ni(ay, b)) = N; (r(\/f —-1),-r(vV2 - 1)),r1 =r(vV2-1)
Hep IV. bolgelerde calismak kaydiyla, merkezler dizini,

Ni(aq, by) = (rk,—7k)
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Nz(az, bz) ES (T‘k + T‘lk, _( T‘k + T'lk))

N3(a3, b3) = (T‘k + T‘lk + rzk, —(Tk + le + rzk))

N‘n(ani ) - (Tk + Zl 1 rlk (T'k + Zl 1 le))
yazilabilir.
r(\%, %) koordinatlar1 kullanilarak, iki nokta arasindaki uzaklik formiiliinden;

(k= + -5 = (6.2)
(6.2) denkleminden;

y2—2—= (x+y)+r =0 (6.3)

ikinci derece denklem elde edilir. Daha sonra (6.2) esitligi y2’ye esitlenirse;

(x — —)2 + (- )2 =y’ (6.4)
2
x2—2x\/r—§+r—+y2—2y%+%=y2
r r?
X —ZX\/_+——2_’)/\/—E+?—O
x? —2—(x+y)+r =0 (6.5)

ikinci derece denklem elde edilir.
(6.3) ve (6.5) denklemleri ele alinsin:

yZ—ZL(x+y)+r2 =0
x? —2—(x+y)+r =0
Ele alinan bu denklemlerde ortak ¢6ziim yapilirsa:
x2—y?2=0
= x=-»kE+y)=0
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> X=y (6.6)
> xX=-y (6.7)
esitlikleri elde edilir.

(6.6) denklemini, (6.3) denkleminde yerine yazilirsa;

Y =25+ +r?=0
y?— 4y% +r2=0
y2=2\2yr+1r2=0 (6.8)
esitligi elde edilir.
(6.7) esitligi. (6.5) denkleminde yerine yazilirsa;

2 _ 2 _
X Zﬁ(x+x)+r =0

x2 = 2\2xr +r?2 =0 (6.9)
esitligi elde edilir. Bulunan bu denklemin kokleri asagidaki sekilde hesaplanarak
bulunur.

A= (2rV2)? — 412 = 8r? — 412 = 4r?

—b+VA _ 2rV2+V4r? _ 2ry2tor
2a 2 - 2

X12 =

=>x; =r(vV2+1)
= Xy = T(\/E - 1)
Bulunan x; ve x, kokleri gemberin yarigapini gosterir.

(6.8) ve (6.9) denklemleri g6z oniine alindig1 zaman :
y2 = 2\2yr+1r?2 =0
x? =2V2xr+r?2=0
x? = 2\2xr +r? —y2 + 22yr —r? =0
x?—y2—2r\2(x—y) =0
x=y+@x+y)—2rV2(x—y)=0
x—=M(x+y-2rv2)=0
Sx=y

S>x+y—2r/2=0
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=>x=2rvV2—y
xX=Yy
oldugundan :
= 2x = 212
= x =12

esitligi elde edilir.

(6.7) denklemi (6.3)’te yerine yazilirsa:
ﬁyZ—Z%(—y+y)+r2 =0
>x2+1r2=0
= x? = —r?
= x?% = i%r?
> x=1ir

(6.7) denklemi, (6.5)’te yerine yazilirsa:

=>9c2—2%(—31+y)+r2 =0
=>y2+r2=0
. y2 —

2..2

= y2=i%r
>y =Iir

esitligi elde edilir.



64

6.1.1. S1/4 ¢cembersel fraktahn fraktal boyutu

Fraktal boyutun hesaplanabilmesi i¢in k kiigliltme garpani ve N tekrar sayisinin
bilinmesi gerekir.

Cizelge 6.1. Cember sayist

Cember Sayisi

C, = 4% = 1 tane ¢cember
C, = 4! tane g¢ember
C; = 42 tane ¢ember

C, = 43 tane ¢ember

C, = 4" 1 tane ¢ember

Cp41 = 4" tane ¢ember

Cizelge 6.1. incelendigi zaman, ¢ember sayilarinin belli bir iterasyonla arttigi
goriilebilir. Kii¢liltme ¢arpani ise

ra _ r(v2-1)2
. r(2-1)

—(Z-1) (6.10)

(6.2) esitligi ile hesaplanir.

O halde (Cizelge 6.1) ve (Cizelge 6.3) esitligi yardimiyla fraktal seklin fraktal
boyutu, asagidaki gibi hesaplanabilir.

Kiiciiltme carpant: k = (V2 — 1)

Tekrar sayisi: N = 4
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D= logh _ _log# __ log% _ 06020599913 1,5728794028
log (%) log (\/51_1) log(\/? + 1) 0,3827756853 ’

6.1.2. Yaricaplar dizisi

Yarigaplar dizisi bir geometrik dizidir ve iterasyonun katsayisi yani geometrik
dizi c¢arpani (\/E —1)dir. 1lk terim 7, =r(¥2—1) ile baslar. Ikinci adimimn
bulunabilmesi igin, birinci adimdaki veriler kullanilarak isleme devam edilir. Diger
adimlar da bir onceki adima bagli olarak devam eder ve boOylece genel bir ifadeye

ulastlir.
n=r(2-1)
r,=r(V2-1)=r(v2-1)(v2-1) = r(v2 - 1)?
rs=r(V2-1)=r(vV2-1)V2-1)(vV2-1) =r(2 - 1)?
n=r(V2-1)=r(V2-1)(V2-1)(vV2-1)(¥V2-1) =r(2 - 1)*

T =Tho(V2-1)=r(vV2-1)..(V2-1) =r(2 -1
m=r1(vV2-1)=r(v2-1)..(vV2-1)=r2-1)"
i =rn(V2-1)=r(v2-1)..(vV2-1) =r2 - )"

6.1.3. Cevre dizisi

Cemberin ¢evre formulii C = 2mr’dir. Yarigaplar bir 6nceki adimin (\/f — 1)
kat1 olacak sekilde isleme devam edilir ve boylece genel bir ifadeye ulasilir.
C=~2nr
¢, =2nr(vV2—1)
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¢, =2mr(VZ—-1)°
¢y =2mr(VZ—1)

Coy =2mr(VZ—1)"
Cp=2mr(vV2—1)"

n+1

Cryr = 2r(V2 — 1)

6.1.4. Alan dizisi

Cemberin smirladign bdlge olan dairenin alan formiilii, A = wr?°dir. Yarigap
degeri, bir onceki adimdan yararlanilarak formiilde yerine yazildiginda, genel bir

ifadeye ulasilir.

r?

Ay =nlr(V2—-1)]? = nr2(vV2 — 1)?
Ay = n[(r(vV2 = 1))?]% = nr2(vV2 — 1)*
As =n[(r(V2 = 1))%]? = mr2(v2 — 1)°

Aoy = w[(r(V2 = 1)) = nr? (V2 — 1)**72
Ay =w[r(V2 = 1)")? = nri(V2 — 12"
A, = n[(r(V2 = 1)1 2 = mr?(V2 - 1)

Fraktal seklin, alan ve ¢evre hesabi arasinda bir baginti1 vardir. Bu bagimntinin

2n+2

hesaplanabilmesi i¢in alan ve ¢evre hesabinda bulunan genel ifadeler birbirine oranlanir.

Alan A, wr?(V2-1D™ r(2-1)™"

Cevre  Cn  2mr(v2-1)" 2(v2—-1)"
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Any1 _ mri(2-1)2+2

An an(\/i—l)zn

= 0.1715728753

= (V2 — 1)% = (0.4142135624)2

Fraktal seklin; yarigap, ¢cevre ve alan degerleri belli bir iterasyon ile hesaplandi.
Yapilan bu hesaplamalar, yaricap dizisi, ¢evre dizisi ve alan dizisi adi altinda

incelenmistir.

6.1.5. Cember formunun yaricaplarinin toplam

(6.8) esitligi yardimiyla yaricap x; = r(v/2 — 1) olarak hesaplanmusti. Yarigap

degerleri, belli bir iterasyona sahip oldugu icin asagidaki esitlikler yazilabilir.

r(V2-1)+r(V2-1)2+r(V2- 13+ +r(V2- D" L +r(V2 -1 +
r(v2 —1)ntt
=r(V2-1)[1+(V2-1)+ (V2 -1)2+(V2-1)3+ -+ V2-1)" 2+
VZ-Dr i+ (V21"

V2—-1=k
olsun;

=rk(1+k+k>+k>+ -+ k"2 + k" + k™)

1-k™"
1-k

=rk

6.1.6. Cember formunun g¢evrelerinin toplam

Fraktal seklin ¢evrelerinin her bir adimi daha 6nce hesaplanmisti. Hesaplanan bu

degerlerin toplami1 asagida verilmistir:
Ci1+C+C3+ -+ Chg +Cp+Chyy
=2mr(VZ—1)+2nr(VZ = 1) + 2mr(VZ = 1) + -+ 20r(V2 = 1) +
2nr (V2 — D™ + 2nr (V2 — 1)
= 2r(VZ- D)1 +VZ-1+(VZ-1) +(VZ- 1) + -+ (V2-1)" 4
V2 -1+ (VZ- 1)
islemlerde kolaylik olmasi agisindan v2 — 1 = k yazilsin. O halde
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=2nrk(1+k+k?>+k3+-+ k" 2+ k"1 + kM)

_ 1-k" 1-(vz-1)" 1-(Z-1)"
= 27'[7'](? = 27'[7'(\/5 — 1) m = 271'1"(\/2 )—

eslenik ile carpilirsa;

_ 2mr(v2-1)(2+v2)[1-(v2-1)"]
2

=V2nr[1 - (V2 - l)n]

esitligi elde edilmis olur.

6.1.7. Cember formunun alanlarimn toplam

Fraktal seklin her adimda olusan alanlarin toplama:
Al +A, + Az + -+ A1+ A, + Apiq
=nr?(v2 - 1)2 +mr2(vV2 - 1)4 +mr2(vV2 — 1)6 + ot mr(V2 - 1)271_2
+nr?(V2 — 1)2" + nr2 (V2 — 1)2n+2
yazilabilir. Islemlerde kolaylik olmasi agisindan V2 — 1 = k yazilsin. O halde
= nr?k? + nr2k* + nr2k® + -+ wr2k? % + nr2k®™ + gr2g2nt?
=r?(k? + K+ KO 4 o+ kPNTE 4 PN 22
yazilabilir.
k? = a yazilirsa;
=nri(a+a*+a®+--+a" 1t +a"+a"t?)
=nria(l+a+a*+--+a"?+a" ' +a")

_ nrza(ll‘_“an) k2 ( 1 kk22”> = mr2(v2 - 1) (1 ((\i/__ 11)) )

= nr?(3 = WO = w2 - VD ()

esitligi elde edlir.

6.1.8. Cember formunun Matlab programi

S1/4 Cembersel Fraktal isimli fraktal seklin Matlab kodlar1 asagida verilmistir.
r(1)=5
for i=1:5
r(i+1)=(sqrt(2)-1)*r(i)
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end
x(1)=0
y(1)=0
for i=2:5

x(D)=x(i-1)+r(i)

y(i)=x(i)
end
hold on
renk=["r'".b",".g".y,"r
for i=1:5
daire(x(i),y(i),r(i),renk(i))
daire(x(i),(-1)*y(i),r(i),renk(i))
daire((-1)*x(i),y(i),r(i),renk(i))
daire((-1)*x(i),(-1)*y(i),r(i),renk(i))
end
function daire(x,y,r,renk)
%x ve y ¢emberin merkezinin bilesenleri
%r ¢cemberin yarigap1
%0.01 degiskenin adimi
ang=0:0.01:2*pi;
Xp=r*cos(ang);
yp=r*sin(ang);
plot(x+xp,y+yp,renk);

end
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Sekil 6.2. S1/4 Cembersel Fraktalin ilk bes adimina ve birinci bolgelere ait Matlab

cizimi.

6.2. S%/4 Kiiresel Fraktal
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Z-axis

x-axis y-axis

Sekil 6.3. $?/4 Kiiresel Fraktal.

S?%/4 fraktalinin, gember formu gibi kiire formunun da belli bir iterasyonu
vardir. Her bir adim bir 6nceki adima baglh olarak devam eder ve boylece genel bir
ifadeye ulasilir.

Fraktal sekli olusturmak i¢in M (0,0,0) merkezli ve r yaricapl bir kiire ele alinir.
Cizilen bu kiire 4 es parcaya ayrilir ve her bir pargaya 1 kiire ¢izilirse 8 tane kiire elde
edilir. Ayrilan pargalarin her birine, sinir egrilerine teget olan kiireler ¢izilir. Yeni olugan

her bir kiireye de ayni adimlar tekrar tekrar uygulanir.

6.2.1. S?/4 kiiresel fraktaln fraktal boyutu

Fraktal boyutun hesaplanabilmesi i¢in k kiigliltme garpani ve N tekrar sayisinin

bilinmesi gerekir.
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Cizelge 6.2. Kiire Sayist

Kiire Sayisi

K, = 8% = 1 tane kiire
K, = 8! tane kiire
K; = 82 tane kiire

K, = 83 tane kiire

K,, = 8" 1 tane kiire

K, ., = 8" tane kiire

Tablo incelendigi zaman kiire sayilarinin belli bir iterasyonla arttig1 goriilebilir.

Kiiciiltme carpani ise;

:—f — [L([:f;:%hr — i(z +V2 =42 -2 ) (6.11)

(6.11) esitligi ile hesaplanur.
O halde (Cizelge 6.2) ve (Cizelge 6.11) esitligi yardimiyla fraktal seklin fraktal
boyutu asagidaki gibi hesaplanabilir.

Kiic¢iiltme ¢arpant: k = %(2 +V2 —V4av2 -2 )

Tekrar sayisi: N = 8

b logN log8 _0,903089987
"~ 0,4254122519

= 2,1228584343

T log () o !
& gi(2+\/§—\/4\/§—2)

6.2.2. Yaricap hesabi

S?%/4 Kiiresel Fraktal’m yaricap hesabimin yapilmasi i¢in asagidaki adimlar
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uygulanir.
F(t,u) = (r.cost.sinu,r.sint.sinu,r.cosu)
Q22 VBT VR 11
2222 2" V2
x2+y%+ 7% =r?
_1.52 _1.52 _ 1 N2 _,2
(x Zr) + (y Zr) +(z ﬁr) =x (6.12)
(6.12) esitliginden
1 1 1 1 1 1
x2—2xr§+Zr2+y2—2yr§+Zr2+22—erﬁ+r2§=x2

2x2 —xr—xr—xrv2+1r2=0
2x2 = (2+V2)rx+12 =0

2. derece denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri;

A= (2 +V2)'r? — 42.72

A= 4\2r2 — 212
A= (42 - 2)r? >0
—b+VA
*12 = 5,
(2+V2)r+riavz-2
X1,2 = 2
olarak bulunur. Bulunan kokiin
(2+V2)r+rVavz-2
x1,2 == >r

4
olmasi gerekir. Bu ylizden

_ (2+V2)r-rVavz-2

4

x4 kokii ele aliir. Her bir adimdaki yarigap degeri asagidaki gibi hesaplanabilir.

=y=z=1r=r- [(2+\/_) V4 ]

r, =11 l(2+\/_) /4\/_ 2] I(2+\/_) /4\/_ 2]
N T l(2+\/_) /4\/_ 2] l(2+\/_) /4\/_ 2]
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rn-=rn1.%[(2+\/§)— /4«/2—2 l: [%l(2+\/i)— /4«/5—2 l]".r

6.2.3. Hacim hesabi

Kiire sayisina ve hesaplanan yarigaplara bagli olarak hacim hesaplanir. Hacim
hesab1 yapilirken, yaricap hesabinda da oldugu gibi belli bir iterasyon yardimiyla
islemler ardigik olarak devam eder. Boylece n. basamak da hesaplanarak genel bir

ifadeye ulasilir.

Kiirenin hacmi; grrr3 formiilii ile hesaplanir. O halde fraktal seklin her bir

adimdaki hacim degeri;
3
=05 =0 2 h/i—JE)l
Hy =821, =812 n[Gr(2+ V2 - Va2 -2))’ ]3
o= ) =5 el (2 V2 )

Ho =871 3 = 07 L [ Gr (2 + V-T2 )|

olarak bulunur.

6.2.4. Yiizey alani hesabi

Kiirenin yiizey alani; 47r? formiilii ile hesaplanir. Kiire sayisina ve hesaplanan

yarigaplarina bagl olarak ylizey alani hesaplanir.

2
Ay =8 4.mr? =804 [2r2 + V2 - V42 - 2) |



75

<2+\/§— /4&—2))2-
— )3

1
(ZT
(1

A; =82.4.1r,2 = 8% 4.1 (Zr<2 +2 /4«/2—2)

A, =8L.4.mr,2 =8 4.1

2

2
1
A, =81 4?2 =8"14n1 l(zr (2 +V2 - |42 -2 ))nl

6.2.5. $?/4 kiiresel fraktal icin Matlab program
S2/4 Kiiresel Fraktal isimli fraktal seklin Matlab kodlar1 asagida verilmistir.

figure

%axs(7)

xlabel('x-axis")

ylabel('y-axis')

zlabel('z-axis")

hold on

%grid on

[x,y.z] = sphere();

r(1)=5

fori=1:1:3

k=(2+sqrt(2)-sqrt(4*sqrt(2)-2))/4

r(i+1)=k*r(i)

m(1)=3

m(i+1)=k*m(i)
surf(r(i)*x+m(i),r(i)*y+m(i),r(i)*z+m(i)) % sphere centered at origin
hold on

% surf(x,y+t,z+t) % sphere centered at (3,-2,0)
% surf(x,y+1,z-3) % sphere centered at (0,1,-3)
daspect([1 1 1])

alpha(.05)

end
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