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OZET

KRISTAL FiZiGINDE O, NOKTA GRUBU

DELIBAS, Ayse
Yiiksek Lisans Tezi, Fizik Anabilim Dali
Tez Danigsmani: Dog¢. Dr. Harun AKKUS
Subat 2014, 120 sayfa

Bu calismada, kristal fizigindeki O nokta grubu Incelenmistir. Kristal
sistemlerin bir geometrik bicime indirgenmesi ve simetri islemleri sonucunda bu
geometrik bigcimin, sistematik olarak matematik ifadelerle agiklanabilmesi, grup

teorisinin fizik i¢in 6nemini gosterir.

Bu c¢alisma tamamen teorik bir c¢alismadir. Bu nedenle tamamen teorik
yontemler kullanilarak, Oy nokta grubunun, simetri elemanlari, grup o6zellikleri,

siniflari, kosetleri, matrisleri ve abelian alt gruplar1 bulunmustur.

Anahtar kelimeler: Grup Teorisi, Simetri, Nokta Gruplari, O, Nokta Grubu
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ABSTRACT

THE POINT GROUP Oy, in CRYSTAL PHYSICS

DELIBAS, Ayse
Msc Thesis, Physics Science
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Harun AKKUS
February 2014, 120 pages

In this study, the point group Oy, in the crystal physics has been investigated. The
reduce of crystal systems to a geometrical configuration and as a result of symmetry
operations, the ability to explain this geometrical configuration systematicly with the

terms of mathematics, show the importance of "Group Theory" in Physics.
This study is purely theoretical. For that reason, the symmetry elements, group
properties, classes, cosets, matrices and abelian subgroups of the "Oy, Point Group" were

found by using theoretical methods.

Key words: Group Theory, Symmetry, Point Groups, Point Group Oy,
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ON SOz

Bu ¢alismada grup teorisinin fizikteki uygulamasi ve Oy, Nokta Grubu iizerine
teorik ¢alismalar yapilmustir. Calisma 120 sayfa olup 10 boliimden olusmaktadir. ilk
sekiz boliimde Calismanin temelini olusturacak temel tanimlar ve yontemler verilmistir.
9. Boliimde kiibik nokta grup Oy ¢ nin simetri elemanlar1 bulunarak Oy, nokta grubuna ait
bir carpim tablosu olusturulmustur. Bu carpim tablosu yardimiyla O, nokta grubu
hakkinda detayl bilgilere ulagilmistir. Bu ¢calismanin ayrica bu konuda ¢alisma yapacak

olan arastirmacilara yardimci olabilecegi inancindayim.

Bu calismanin bu gilinkii halini almasini saglayan, bilgisini ve desteklerini
benden hi¢bir zaman esirgemeyen, degerli danigmanim ve kiymetli hocam Sn. Dog. Dr.

Harun AKKUS’a tesekkiir ederim.

Ayrica egitim hayatim boyunca maddi ve manevi destekleriyle yanimda olan
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1. GIRIS

Grup teorisi matematikte ve Ozellikle soyut cebirde grup olarak adlandirilan
soyut yapilar1 inceler. Grup teorisi, ¢aligmalarinda 6zellikle soyut cebir, geometri ve
simetriden oldukca faydalanir.

Gilinlimiizde kullanildig1 bi¢cimiyle grup kavrami matematigin degisik alanlarinda
zaman icinde ortaya c¢ikan ve Tlzerinde c¢alisilan fikirlerin soyutlanmasiyla
gelistirilmistir. Cayley, her grubun bir permiitasyon grubuna izomorf oldugunu
kanitlamistir[22].

Norvegli Matematik¢i Sophus Lie “Cebirsel Degismezler” kuramiyla grup
teorisine yeni bir boyut kazandirdi. Lie grubu, siirekli simetrilerin bu giine kadar
verilmis en 1yi teorisidir.

Bir fiziksel sistemin sahip oldugu simetrileri, sistemi temsil eden diferansiyel
denklemlerle iliskilendiren teoremler 1918 yilinda Emmy Noether tarafindan
verilmistir. Bu teori matematikte ve fizikte ¢igir acti. Noether’in teoremlerine gore, bir
fiziksel sistemin eylem fonksiyonelinin her bir simetrisi, bir korunum yasasina karsilik
gelir. Bu teoremler, modern teorik fizikte ve varyasyonlar hesabinda temel bir arag
olmus durumdadir. Noether Teoremi, korunum yasalarmi fonksiyonelin belirli
degismezlik 6zellikleri ile iliskilendirir ve korunum yasasmi bulmak icin bir algoritma
saglar.

Gilinitimiizde grup teorisi ve simetrinin 6nemi kiiglimsenemez bir gergektir. Grup
teorisinin temel ugras konusu simetridir. Simetri neredeyse biitiin fizik konularina
uygulanabilir bir ¢aligma alanidir.

Fizikte Grup Teorisi Fizigin gelisimi igin 6nemli bir yer tutar. Ornegin 6zel
rOlativite teorisinde Onemli bir yere sahip Lorentz ve Poincare gruplarini inceler ve
integrallenebilir sistemlerde genis bir uygulama alanma sahip kuantum gruplari
hakkinda detayl bilgi edinmemizi saglar. Ayni sekilde grup teorisi parcacik fiziginde de
onemli bir uygulama alanina sahiptir. Grup Teorisi Katihal Fiziginde de kristaller
hakkinda daha genis ve daha kolay bilgi edinme olanagi saglar ve ¢ok-cisim

problemlerinin ¢oziimlerinin yapilmasini kolaylaystirir.



Bu calismada da Grup Teorisi nin fizik konularma, 6zellikle kristal fizigine

uygulanmas1 amac¢lanmistir.



2. KAYNAK BiLDIiRiSLERI

Grup teorisi grup adi verilen soyut yapilar1 inceleyen matematik alt dalidir. Bu
nedenledir ki Bilgic Grup kuramini soyut cebir ders notlar1 ¢alismasinda basariyla
islemistir ( Bilgig, 2012).

Grup teorisini anlamanin en 1yi yolu grup kavramini ¢ok iyi bilmekten gecer. Bu
nedenle literatiirde grup teorisi ve grup kavrami {izerine yazilmis bir cok degerli eser
bulunmaktadir. Bir setin grup olabilme sartinin Kapalilik, Birlesme, Ters Eleman ve
Birim Eleman 6zelliklerini saglamakla miimkiin oldugu bilgisi Bogopolski , Arfken ve
Ark., Dresselhaus ve Ark., Lederman, Hirsich ve Milne tarafindan ayr1 ayri
incelenmistir (Bogopolski, 2008), ( Artken ve Ark., 2005), (Dresselhaus ve Ark., 2008),
(Lederman, 1973), (Hirsich, 1960) ve (Milne, 2012). Ayrica bu gruplarin bazi1 6zel
karakterlerle temsil edildikleri James ve Koster’in caligmalarindan anlagilmaktadir
(James ve Liebeck, 2003), (Koster, 1957).

Grup teorisi Temel bilimlerin hemen hemen biitiin alanlarinda uygulanabilir. Bu
nedenle Cohen ve Ark. Grup kuramini Matematik, Fizik ve Kimya 6grencilerinin
kullanabilecekleri sekilde sunmuslardir (Cohen ve Ark, 2007).

Grup teorisi ¢aligmlarinda siklikla simetri kavramindan faydalanilir. Simetri
sonsuz sayida ayni birimden olugsmus yapilarin tek bir birimi {izerinde ¢alisarak biitiin
yap1 hakkinda kisa zamanda bilgi sahibi olmamizi saglar. Bu nedenle Powell ve Lesk
tarafindan ayr1 ayr1 yapilan ¢alismalar simetriyi daha iy1 6§renmemiz adina énemlidir
(Powell, 2010), (Lesk,2004). Siirekli Simetrilerin bu giine kadar verilmis en 1iyi teorisi
Lie gruplaridir. Altay, Lie Gruplarn siirekli izometrileri iizerine ¢alismalar yiiriitmiistiir
(Altay, 2008).

Fizikte Grup Teorisi ve O Nokta grubu adli bu ¢calisma grup teorisinin fizikteki
uygulamalarmi yansitmaktadir. Ayrica Aivazis, Cornwell, Liideling ve Tung da Grup
Teorisinin Fizikteki Uygulamalar: {izerine calismalar yapmislardir (Cornwell, 1997),
(Lideling, 2010), (Tung, 1985).

Grup teorisinin fizigin bir¢ok alaninda uygulamasi bulunmaktadir. En somut
ornekleri ise Katihal Fiziginde goriilmektedir. Katihal Fiziginde grup teorisi

uygulanirken kristal yapilar bir geometriye indergenir. Bu agidan kristal yapilar1 bilmek



onem arz etmektedir. Hofman ve Kittel’in Kristal yapilar lizerine yaptiklar1 ¢caligmalar
bu alanda bilgi edinmemiz admna O6nemlidir (Hofman, 2008), (Kittel, 1996). Bir
geometriye indirgenen katilar simetri iglemleri araciligiyla matematiksel teorilere
dokiiliir (Bardley ve Cracknell, 1972). Permiitasyon ve matris islemleri simetri

elemanlari tizerinde islem yapmak adina ¢ok 6nemlidir (Riley ve Ark., 2006).



3. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde ilerleyen boliimlerde ihtiyag duyulan bazi tanimlara yer verilmistir.

3.1. Kristal Sistemler

Atomlar li¢ boyutlu bir diizene gore dizilirler. Bu dizilime kristal yapr ya da

kristal sistem denir.

3.2. Amorf Yapilar

Atomlar arasinda belli bir diizen yoksa yani atomlar rastgele diziliyorsa kristal
yapidan bahis edilemez. Kristal yapidan farkli olan yapilara da amorf yapiular denir.

Amorf yapilar, gelisiglizel bir yap1 gosterirler. Genellikle sivi halinin ani olarak
sogutulmasiyla elde edilirler. Amorf yapilar belli bir sicaklik araliginda gitgide
yumusarlar ve akicilik kazanirlar. Erime, amorf bir yapida belli bir sicaklikta olmaz.
Erimenin basladig1 ve bittigi sicaklik derecesi arasinda belirli bir fark vardir. Bu
nedenle, amorf bir maddenin erime noktasindan bahsedilemez. Amorf maddenin
sicaklig1 yiikseldik¢e, yumusar ve belirsiz bir sicaklikta sivi hale gecer. Mesela cam ve

plastikler amorftur. Bu maddelerin erime noktasi yoktur[23].

3.3. Birim Hiicre

Katilar yedi farkli kristal yap1 diizeninde bulunur. Bu yapilarin her biri, ii¢
boyutlu atom diizeninin indirgenebildigi en kiiciik simetriyi tarif eder. Ug boyutlu atom
diizeninin indirgenebildigi en kiicliik simetriyi tarif eden yapilara birim hiicre denir.
Baska bir deyisle birim hiicre; {i¢ boyutlu diizende siirekli olarak tekrar eden yapidir.

Birim hiicre kristal yapinin igerisinde tekrar eden yapilarin en basitidir.



3.4. Kafes Parametreleri

Birim hiicrelerinin kenar uzunluklarina da kafes parametreleri denir. Kafes

parametreleri, birim hiicrenin boyutunu ve seklini tarif eder. Ozdes hiicreler istiflenerek

kafesin tamamini olustururlar.

3.5. Baz ve Orgii

Birim hiicre kavramin1 daha 1yi anlamak icin “6rgii” ve “baz” kavramlarmnin da
bilinmesi fayda saglar. Uzay1 esit aralikli boliimlere ayiran noktalara Orgii denir. Orgii
noktalari ile iliskili atom grubuna Bag denir. Bu tanimlar 151g1mda birim hiicrenin tanimyi;
“tlim Orgliniin karakteristiklerini gdsteren orgiliniin en kii¢lik birimi” seklinde yeniden

yapilabilir.
3.6. Koordinasyon Sayisi
Kristal yapilar incelenirken birim hiicrede bulunan atom sayis1 ve koordinasyon

sayis1 kavramlarinin da bilinmesi ¢alismalar adina 6nemlidir. Birim hiicrede bulunan

tam atom sayisina Birim Hiicrede bulunan Atom Sayist denir. ( Atom sayis1/ Hiicre )

ile ifade edilir. Her bir atoma temas eden komsu atom sayisina _Koordinasyon Sayist

denir.



4. KRISTALOGRAFIK EKSENLER VE KRIiSTAL SiSTEMLERI

Kristal i¢indeki bir noktada kesistikleri var sayilan Sekil.1’ de gosterilen ii¢

dogrunun her birine Kristalografik Eksenler denir. Kristalin cinsine gore, eksenler

birbirine esit olabilecegi gibi, farklida olabilirler. Ug eksen de bir birine esit ise “a,a,a” (
veya dj, d; az ) olarak simgelenir. Eksenler bir birinden farkl ise “ a, b, ¢” olarak

simgelenirler.

+a/

Sekil 1: Kristalografik eksenler

Sekil 1. Kristalografik eksenler.

Kristalografik eksenler den “a” eksenine 6n eksen, “b” eksenine yan eksen,
“c” eksenine de dik eksen ismi verilir. “b” ve “c” eksenleri arasindaki a¢1 “a” (alfa), “a”
ve “c” eksenleri arasinda ki ag¢1 “B” (beta), “a” ve “b” eksenleri arasinda ki ag1 da “y”
(gama) ile temsil edilir. Bu agilar ve kristalografik eksenler topluluguna da Eksenler

Birligi veya Kristal Sistemleri denir. Kristal sistemleri Cizelge.1 de verilmistir.




Cizelge 1. Kristal Sistemleri

Kristal Sistemleri Eksenler ve Acilarn iliskileri
Triklinik azb=C; o #B=y=90°

Monoklinik azb=#c; o ==90° y #90°
Ortorombik azbzc; o ==y=90°

Tetragonal a=b=c; a=B=y=90°
Rhombohedral a=b=c; a=B=y=90°

Heksagonal ar=a; =az #C ; 0=B=90°, y=120°

Kubik a=b=c; a=B=y=90°




5. BRAVAIS KAFESI

Dogadaki biitiin kristal malzemeler 7 kristal sistemden birine uyar. Bu kristal
sistemlerden bazilar1 kendi i¢lerinde de ufak varyasyonlar gosterir. Bu varyasyonlara,

bu yapilar1 ilk tarif eden Fransiz fizik¢i Auguste Bravais’in anisina Bravais Kafesi

yapisi denir.

Kristal katilarda atomlarin birbirlerine gére konumlar1 tekrarh bir diizen igerir.
Atom merkezlerinin koordinatlar1 uzayda isaretlendiginde tekrarlayan nokta
kiimelerinden olusan bir kafes yapist elde edilir. Bu yap1 kristal kafesi olarak
adlandirilir. Nokta kafeslerin tekrarlanabilir olmasi, onlar1 tanimlayabilecek olan birim
hiicre - ya da birim kafes - olarak adlandirilan basit geometrilere indirgenmelerine
olanak saglar.

Auguste Bravais, dogadaki 7 kristal sistemine ait toplam 14 farkl tipte nokta
kafesi (Bravais kafesi) bulundugunu ortaya koymustur. Kristal yapilar ve Bravais
kafesleri asagidaki ¢izelge 2 de verilmistir. Cizelge 2 den de anlasilacag: {izere bazi
kristal sistemler birden fazla Bravais kafesi igerir. Ornegin kiibik kristal yapr igin ii¢
farkli Bravais Kafesi vardir. Calismamizin temelini kiibik yap1 olusturdugu i¢in kiibik

kristal sistemi ve ti¢ farkl Bravais kafesi ayrintili olarak aciklanmustir.

5.1. Kiibik Kristal Yapi

Kiibik kristal yap1, bir biriyle 90° a¢1 yapan alt1 kare yiizeyden meydana gelir.
Her yiizey bir kristolografik ekseni keser. Diger iki eksene ise paraleldir (Bkz. Sekil 1).

Kiibik kristal yapmin {i¢ tane Bravais kafesi mevcuttur.

5.1.1. Basit kiibik yap1

Kiiplin her kosesinde birer atom bulunur (Bkz. Sekil 2 (a)). Gergekte her
kosedeki atom 8 komsu birim hiicre arasinda paylasilmaktadir(Bkz. Sekil 2 (b)) . Bu
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durumda kose atomlarinin toplami 8x 1/8 = 1 ( 8 kdsede 1/8 er atom Bkz. Sekil 2(b) ).

Yani birim hiicredeki atom sayis1 1’ dir.

() (b)

Sekil 2. Basit kiibik yapi.

5.1.2. Hacim merkezli kiibik yap1

Kiipiin her kdsesinde birer atom ve merkezinde bir atom bulunur. Kose atomlar:
merkez atoma temas ederler (Bkz. Sekil 3 (a)). Gergekte her kdsedeki atom 8 komsu
birim hiicre arasinda paylasilmaktadir. Bu durumda kdse atomlarinin toplami 8x 1/8 = 1
( 8 kosede 1/8 er atom ) (Bkz. Sekil 3 (b)). Kiipiin merkezinde bulunan bir atomla
birlikte birim hiicredeki toplam atom sayisi 2 olur. Bu yapida biitlin atomlarin temas
halinde bulundugu merkez atom dikkate alinirsa, koordinasyon sayisinin K.S. = 8

oldugu goriilir. Hacim Merkezli Kiibik yapinin koordinasyon sayis1 sekizdir.

(k)

Sekil 3. Hacim merkezli kiibik yapu.
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5.1.3. Yiizey merkezli kiibik yapi1

Yiizey merkezli kiibik kafeste birim hiicrenin kdselerinde birer ve yiizeylerin
merkezinde de birer atom vardir (Bkz. Sekil 4 (a)). Yiizey merkezlerindeki atomlarin
yarist goz Oniine alman birim hiicreye, diger yarisi da komsu birim hiicreye aittir.
Kafesteki atom sayis1 yiizeylerde 6 x 1/ 2 = 3 ( 6 ylizey 1/2 ser atom ) ve kdselerde 8 x
1/8 =1 ( 8 kosede 1/8 atom) (Bkz. Sekil 4 (b)) olmak {izere toplamda 4 atom / hiicre
vardr.  Bu yapida biitiin atomlarin temas halinde bulundugu yan ylizeylerin
merkezindeki atom dikkate alinirsa, koordinasyon sayisinin; K.S. = 12 oldugu kolayca

goriiliir.

() (b)
Sekil 4. Yiizey merkezli kiibik yap1.
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Cizelge 2. Kristal sistemleri ve Bravais kafesleri.

Kristal
Sistemleri

BRAVAIS KAFESLERI

1. Triklinik

2. Monoklinik

3. Ortorombik

4.Rombohedral

5. Tetragonal

6. Hegzagonal

7. Kiibik

o, .,y & 90

4

o

Basit Kiibik

£

Taban merkezli

g = 90°
A
N
£
o
Taban Merkezli Hacim Merkezli
oo fr e o 12w owE g
E £
€% £F
) ¥

Hacim Merkezli
£ ol g

o

Hacim Merkezli Yiizey Merkezli
Kiibik Kiibik

Yiizey Merkezli

o b oo o




6. SIMETRI, SIMETRI ISLEMLERI VE SIMETRi ELEMANLARI

Simetri; bir denge ve oranti kavramidir. iki seyin birbirine benzesmesi ve
uyumu olarak da bilinir. Simetrik sekiller birbirlerine tamamen uyar ve aralarindaki

benzerlik miikemmelligi, kusursuzlugu temsil eder.

Bir cisme veya bir molekiile verilen hareketten sonra esdeger veya 6zdes konum
elde ediliyorsa bu harekete simetri_islemi denir. Islem sonucunda molekiiliin ya da
cismin agirlik merkezi degismez, sadece ayni cins atomlarin yerleri degisir. Simetri
islemi, bir nokta, bir dogru ya da bir diizleme gore yapilmaktadir. Simetri islemi bir
noktaya gore yapiliyorsa, simetri noktasi, simetri islemi bir dogruya gore yapiliyorsa,
simetri ekseni, simetri iglemi bir diizleme gore yapiliyorsa, simetri diizlemi denir. Bu

geometrik niceliklere de Simetri Elemanlari denir. Diger bir ifadeyle simetri

elemanlari, molekiilleri veya kristalleri simetrilerine gore smiflandirmamiza yardimei

olur.

Herhangi bir geometrik sekli andiran bir cisim, bir molekiil ya da bir kristalin en
¢ok bes olmak iizere, birden fazla simetri elemani1 bulunmaktadir. Simetri elemanlarinin
farkli sembollerle gosterimleri vardir. Bunlardan biri Schoenflies sembolleridir (Bkz.
Cizelge 3). Her biri farkli bir simgeyle temsil edilen simetri elemanlarmi su sekilde

stralayabiliriz:

o Birim Eleman ( e )

e Inversiyon (1)

o Ana simetri ekseni ( Cy)
o Simetri diizlemi ( o)

o Donme — Yansima simetri ekseni (S, )
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Cizelge 3. Simetri elemanlar1 ve temsil edildikleri Schéenflies sembolleri.

Simetri Elemanlan Schoenflies Simetri islemleri

sembolii
Birim Eleman e 360° yada 0° donme
Simetri diizlemi G Diizlemden yansima
Simetri I Inversiyon: (x, y, z) — (-X, -y, -Z)
Merkezi(Nokta)
Ana Simetri Ekseni Ca Eksen etrafinda donme
DoOme — Yansima S Donme + Donme eksenine dik dizlemden

Yansima

Simetri elemanlarmmn bir diger sembolik gdsterimi ise Herman — Mauguin
sembolleridir. Simetri elemanlar1 ve temsil edildikleri Herman — Mauguin sembolleri

Cizelge 4 te verilmistir.

Cizelge 4. Simetri elemanlar1 ve temsil edildikleri Herman — Mauguin sembolleri.

Simetri Elemanlan Simetri Elemanlarina Karsihk Gelen
Herman — Mauguin Sembolii

1, 2, 3,4 ve 6 1 donme eksenleri 1,2,3,4ve6

Simetri diizlemi m

Donem — Yansima Ekseni i’ 5’ 5’ 4 ve 6

Simetri Merkezi 1

Birim elemanindan bagka simetri elemani bulunmayan, cisim molekiil ya da
kristallere antisimetrik denir. Birim elemanmin yaninda en az bir diger simetri elemani
da olanlara ise simetriktir denir. Baz1 simetri elemanlarina birden fazla simetri islemi

yapilabilir. Simetri Elemanlarini ve simetri islemleri ayrintilariyla ele alinmastir.
6.1. Birim Eleman ve Ozdeslik islemi

Higbir islemi olmayan simetri elemanma birim elemani denir. Cismin ya da
molekiiliin konumunda herhangi bir degisiklik yaratmaz. Baska bir deyisle 360° lik
donme hareketine karsilik gelir. Simgesi ( e ) dir. Bir matematiksel operatdr niteliginde

olan e uygulandiginda molekiiliin geometrik durusunda degisiklik meydana gelmedigi
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icin simetri elemanlarmin olusturdugu grubun birim elemanidir. Dondiirme isleminde
dikkat edilmesi gereken nokta donme yOniiniin saatin donme yoOniine zit (proper)
olmasidir. Bir cismin yada molekiiliin 360° lik donmesi daha sonra deginecegimiz C,

islemine denk gelir. Buna gore diyebiliriz ki C; islemi bir 6zdeslik elemanidir.

6.2. Donme Simetri Ekseni ve Dondiirme Islemi

Saat ibresinin tersi yonde (proper), n bir tamsay1 olmak iizere etrafinda 2n/n
radyan ya da 360°/n derece dondiiriilen cismin ya da molekiiliin ilk gériiniimiinii aldig1
eksene donme simetri ekseni denir. Donme simetri ekseni C, ile gosterilir. C,
gosterimindeki “n” tam sayisi, kristal sisteminde ya da molekiiliin ilk durumuna
ulagmas1 i¢in yapilan toplam 2rn radyanlik c¢evirme iginde ka¢ esdeSer basamak

bulundugunu gostermektedir.

Donme simetri eksenlerine gore yapilan islemlerin operatorleri, k dondiirme
yapilan basamak sayis1 olmak iizere C* seklinde gosterilmektedir. Ornegin C} ve C

sirasiyla ikili donme simetri eksenine gore bir basamak m radyan ve iki basamak 2
radyan dondiirme operatorlerini simgelemektedir. Birden fazla donme ekseni
bulundugunda, En biiyilk n degerine sahip eksene ana donme ekseni denir. “n” nin
degeri 6 donme acis1 olmak iizere, n = 360 / 0 seklinde hesaplanir.

Ornegin n = 4 oldugunda 2n / 4 = n /2 olmak iizere 4 esdeger basamaktan olusan
bir ¢evirme ile ilk hale gelmektedir. Daha acik ifade edersek 90° derecelik proper

dénme yapilan dénme ekseni (360° / 90° = 4 = n) n = 4 oldugu i¢in C; ile temsil edilir.

6.3. Simetri Merkezi ve inversiyon Islemi

Molekiiler agidan inversiyon; bir molekiildeki 6zdes atomlarin esit uzaklikta
bulundugu molekiil merkezine simetri merkezi denir. Bu simetri merkezine gore yapilan
tersine ¢evirme iglemine de inversiyon islemi denir. Cisimler a¢isindan inversiyon tanim
olarak; bir noktayr merkez olarak alan tersine ¢evirme islemidir. inversiyon “ 1 ” ile
temsil edilir. Inversiyon islemi sonucunda (X, y, z) noktasi (-x, -y, -z) konumuna gider.

Yani

I:(x,y,2) = (X, -y, -2)



Sekil 5. Inversiyon iglemi. (M: inversiyon merkezi)

Diizlemsel molekiillerde: I : (x, y) — (-x, -y) dir.
Dogrusal molekiillerde: I : (z) — (- z) dir.
Son konumdaki molekiil yeniden tersine cevrildiginde ilk orijinal durumuna

ulasacagmdan I” = ¢ olur.
6.4. Simetri Diizlemi ve Yansima Islemi

Bir cismin ya da bir molekiiliin bir tarafi diger tarafinin aynadaki goriintiisii gibi
ise o molekiiliin ya da cismin en az bir simetri diizlemi vardir. Bir simetri eleman1 olan
simetri diizlemine gore yapilan isleme yansima islemi denir. Yansima diizlemlerine
Simetri Diizlemi veya ayna diizlemi denir. Yansima islemi sag1 sola, solu saga, asagiy1
yukariya veya yukariy1 asagiya tasir. Baslangictaki bir nokta yansima diizlemine dik ve
esit uzaklikta baska bir noktaya hareket etmis gibi olur. Simetri diizlemi veya yansima
operatorii genel olarak o ile gosterilir.

Simetri operatorii bir cisme veya molekiile bir kez uygulandiginda ilk konuma
esdeger bir konum, iki kez uygulandiginda ise ilk konuma 6zdes bir konum yani ilk

konumun kendisi bulunur. Buna goére, k uygulama sayisi tek oldugunda of = o, k

uygulama sayisi ¢ift oldugunda 6" = e olur.

Yansima diizlemlerinde kullanilan alt indisler ve anlamlar1 s6yledir:
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* (op) : Molekiilin C, ana déonme eksenine dik olan simetri diizlemine yatay (

horizontal ) simetri diizlemi denir. Yatay simetri diizlemi yalniz bir tanedir.

* (oy) : Molekiilin C, ana donme eksenini i¢ine alan ve bu eksen iizerinde kesisen
simetri diizlemlerine diisey ( vertical ) simetri diizlemi denir. Esdeger olanlarin hepsi de

oy seklinde gosterildigi halde esdeger olmayanlar sirastyla 6. , ¢!' o!'".. Seklinde

gosterilmektedir. 6, oy “ ye diktir.( 6, L oy,

* (04): Molekiilin C,, ana donme eksenini igeren ve agiortaylardan gecen simetri

diizlemi, ¢apraz (diagonal) diizlem veya dihedral diizlem denir.

6.5. Donme — Yansima Simetri Ekseni ve Donme — Yansima Simetri islemi

Etrafinda dondiiriildiikten sonra kendisine dik diizlem tizerinden yansitildiginda
cismin veya molekiiliin ilk konumuna esdeger bir konumun bulunmasmna yol agan
eksenlere Donme — Yansima simetri ekseni denir. Besinci simetri eleman1 olan donme —

yansima simetri eksenine gore yapilan isleme donme — yansima islemi, bu islemi
gdsteren her S* islemcisine ise dénme — yansima operatdrii adi verilir. Kisacast dénme
— yansima simetri islemi, pes pese uygulanan iki simetri isleminden olusmustur. Once
donme ve bu donme eksenine dik diizlemden yansima veya dnce yansima sonra donme
islemi art arda uygulanir. Bu sozel ifademizi kisaca asagidaki gibi gosterebiliriz.
Sp=Ch*06 =0°C, (Chlo)
S;=Ci*06= e*c=0
Sz = C2 ceo=1
Kristal sistemleri de simetri elemanlarina sahiptir. Bu simetri elemanlarina

bakarak kristal sistemi tahmin etmek kolaylasir. Cizelge 5°de kristal sistemleri ve sahip

olduklar1 simetri elemanlar1 verilmistir.
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Cizelge 5. Kristal sistemlerin sahip olduklari simetri elemanlari.

Kristal Sistemleri Sahip Olduklar Simetri Elemanlan

Triklinik Yok

Monoklinik Bir tek ikili donme ekseni veya simetri diizlemi
Ortorombik Iki dik diizlem veya ii¢ karsilikh dik ikili dénme ekseni
Tetragonal Bir tek dortlii donme ekseni veya donme — yansima ekseni
Rombohedral Bir tek tiglii donme ekseni veya donme — yansima ekseni
Heksagonal Bir tek altili donme ekseni vaya donme yansima ekseni

Kiibik Dort tighi donme ekseni




7. GRUP TEORISI

Tamm 1:Grup teorisi, matematikte ve 6zellikle soyut cebirde grup adiyla anilan soyut

yapilar1 inceleyen matematik ugras dahdir.

Tanmim 2: Gruplari inceleyen teoriye grup teorisi denir.Grup teorisi, adindan anlasildig:
iizere grup adi verilen setler iizerinde calisir. Grup ise soyut cebrin en temel yapisini

olusturur. Bu boliimde grup teorisinin temelini olusturan tanimlar verilmistir.

7.1. islem

Bir setin ( kiime veya ciimle ) herhangi iki elemani, bu setin elemani olan ya da
olmayan bir elemana gotiiren kurala ikili islem veya kisaca islem denir. islemler; , m ,+

,—»:.,X,D,m,q,... v.b. simgelerle gosterilir.

7.2. Matematik Sistem

‘G.”

G, bos olmayan bir set olmak iizere, islemi G setinde tanimli olsun. ( G, ¢ )

ikilisine matematik sistem denir.

7.3. Grup

G, bos olmayan bir set olmak iizere: “+” : G X G — G de tanimlt (x,y) —  (
X *y) islemi;

)V x,yEGigin(x*y)EG

(i) VX, y,zEGiginx*(y*z)=(X*y)* z

(iii) V x € G igin x * e = e * x = x olacak sekilde bir “e¢” birim elemani1 vardr.
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(iv) VX £ Gicin x * y =y * x = ¢ olacak sekilde bir “y” eleman1 vardir ve x’in
tersidir.
sartlarin1 ayn1 anda saglayan ( G, ¢ ) ikilisine Grup denir. Bu tanimi s6zel olarak da
ifade edebiliriz. Sonlu veya sonsuz elemanlardan olusan herhangi bir G setini
disiinelim. Eger bu set grup aksiyomlarmi sagliyorsa bu sete bir grup denir. Bahis

edilen grup aksiyomlar1 asagida tanimlanmustir.

7.3.1. Kapahhk aksiyomu

G bos olmayan bir set ve “ *”, G de taniml1 bir islem olmak lizere V x, y € G

icin (x *y) € Gise G seti “ *” iglemine gore kapalidir denir.

Orenek: N = {0,1,2,3,4,5, 6,7, ...} dogal sayilar setinin toplama islemine gore
kapali oldugunu gésterelim. Dogal sayilar setinden keyfi iki eleman secelim (Ornegin: 2
ve 4). Sectigimiz elemanlar1 toplama islemine tabi tutalim 2+4 = 6 ¢ikan sonug¢ dogal
sayilar setinin bir elemanidir. ( 6 & N ). Sonug olarak dogal sayilar setinin kapali

oldugunu soyleye biliriz.

7.3.2. Birlesme aksiyomu

G bos olmayan bir set ve “ *”, G de taniml1 bir islem olmak iizere V x,y,zE G
i¢in
x+(y z)=(x*y)z

ise G seti “ * 7 islemine gore birlesme aksiyomunu saglar denir.

Orenek: N = {0,1,2,3,4,5, 6,7, ...} dogal sayilar setinin toplama islemine gore
birlesme aksiyomunu sagladigmi gosterelim.Set elemani olan keyfi 3 eleman segelim (2,
3, 5). Bu sayilar1 yukaridaki formiile uygulayalim;
2+(3+5)=2+8 =10
ise 2+(3+5) = (2+3)+5 olur.
(2+3)+5 =5+5=10

Bu sonuca gore dogal sayilar seti carpma islemine gore birlesme aksiyomunu saglar.
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7.3.3. Birim (etkisiz) eleman aksiyomu

G bos olmayan bir set ve “ * ”, G de taniml1 bir islem olmak tizere V x € G igin
X*e=e*X=X
olacak sekilde bir e elemani varsa e ye “ ¢ ” islemine gore G’nin birim (etkisiz) eleman1

denir.

Orenek: N = {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, ...} dogal sayilar setinin toplama islemine gére

birim elemaninin oldugunu goésterelim:

Her x £ N igin x + 0 = 0 + x = x oldugu i¢in O( sifir ) dogal sayilar seti tizerinde

tanimlanan toplama islemine gore etkisiz elemandir.

7.3 4. Ters eleman aksiyomu

(13

G bos olmayan bir set ve “ ¢ 7, G de tanimli bir islem ve bu islemin birim
elamani e olmak lizere ve x & G igin;

X*y=ye*X=¢€
kosulunu saglayan y’ ye « « ” islemine gore x’in tersi denir ve x' =y seklinde gosterilir.

Eger y € Gise, “ * ” isleminin ters eleman 6zelligi vardir denilir.

7.4. Sonlu Gruplar, Sonsuz Gruplar ve Grubun mertebesi

G setinin elemanlarmin sayis1 sonlu bir deger “n” ise, ( G, * ) grubuna n.
mertebeden bir sonlu grup denir. Yani sonlu gruplarin eleman sayisma grubun
mertebesi denir ve |G| ile temsil edilir. Eger G setinin elemanlarmin sayis1 sonsuz ise, (

G, *) grubuna sonsuz grup (free group) denir.
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7.5. Yan Grup

G, bos olmayan bir set ve “*”: G X G — G de taniml ikili islem olmak tizere:
V abe Giginae(bec)=@eb)ec
sart1 saglantyorsa G’ ye yari grup denir.

7.6. Abelian Grup

G bos olmayan bir set ve “ *”, G de tanimli bir islem ve V : x, y = G igin;
X*y=ye*Xx
sart1 saglaniyorsa “ ¢ ” isleminin degisme 6zelligi vardir denilir. ( G, ¢ ) bir grup olmak
tizere G grubu “ « ” islemine gore degismeli ise, yani V: X,y & Gigin; x *y =y *x

saglaniyorsa, G ye degismeli grup veya Abelian Grup denir

7.7. Permiitasyon Grubu

G bos kiimeden farkli ( G # &7 ) olmak iizere, G den G’ye birebir ve 6rten bir

dontistime G nin bir permiitasyonu denir. G nin biitiin permiitasyonlarmin seti bir grup

olusturur. Bu gruba G’nin permiitasyonlar grubu denir ve P(G) ile gosterilir.

7.8. Simetrik Grup

Eger |G| = n sonlu ise P(G) = S, ile temsil edilir. S, grubuna n. dereceden

simetrik grup denir.

7.9. Alt Grup

(G, *)birgrupve H # & ve H ¢ G olmak lizere. ( H, *) bir grup ise bu gruba
( G, ») grubunun alt grubu denir ve H < G ile temsil edilir. Daha a¢ik ifade etmek
gerekirse G bir grup ve H de G nin bos olmayan bir alt seti olmak iizere, eger H seti G

de tanimlanan grup islemi ile bir grup oluyorsa H ye G nin bir alt grubu denir.
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Abelian bir grubun biitiin alt gruplar1 da abeliandir. Ancak abelian olmayan bir
grubun abelian olan bir alt grubu olabilir. Bir G grubunun sonlu sayidaki alt gruplarmin

kesisimi de G nin bir alt grubudur.

7.9.1. Trivial alt gruplar

( G, ) bir grup olmak iizere, {e} ve G setleri her zaman bir alt gruptur. Bu alt

gruplara trivial alt gruplar denir.

7.9.2. Normal alt grup

( G, *) bir grup ve H < G olmak iizere Vx € G veV h € H igin
x*Hex' €H

onermesi dogru ise H alt grubuna G grubunun normal alt grubu denir ve H< G ile

temsil edilir.

7.10. Grup Elemanlarinin Periyodu ve Abelian Alt Gruplar

(G, ¢) bir grup ,V x € G ve e birim eleman olmak tizere
X" = XeXe...°x =¢
TJ
sartin1 saglayan “n” sayisina x’ in mertebesi ve “n-1” sayisina x’in periyodu denir. V g,
b, c = G ve e birim eleman ve n = 5 ( rastgele segilmis bir deger) olmak tlizere
X° = XoXoX*X*X = ¢
= X*X*X°C = ¢
= X*X*b=¢
= Xx*a=¢e
sartin saglayan {e, x', x°, X, X'}= {e, X, ¢, 6, a, }periyot setine G grubunun bir Abelian

Alt Grubu denir
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7.11. Basit Grup

‘5.9,

( G, *) bir grup ve “¢” , G grubunun islemine gore birim eleman olmak

iizere, grubun { e } ve kendisinden baska normal alt grubu yok ise, G grubuna Basit

Grup denir.

7.12. Kosetler

(G, *) bir grup olmak tizere, H < G ( H, G nin bir alt kiimesi) olsun. Bir x € G
i¢in
Hex = { hex : h € H} Setine H nin G de Sag Koseti
x*H = { x*h : h € H } setine H nin G de Sol Koseti denir.

7.13. Grupta Eslenik Kavrami ve Grubun Siniflarn

(G, *) bir grup ve V x, 4, b, € G olmak lizere
xeasx! =D
sartin1 saglayan B elamanina A nin eslenigi denir. Verilmis bir G grubunun

elemanlarinin eslenigi ile elde edilen yeni bir elemanlar setine G nin bir stnifi denir.

7.14. Grupta Yeniden Dizilim Teoremi
(G, *) bir grup olmak iizere, V x & G i¢in x * G = G sartin1 saglayan  “x * G”

ye G grubunun yeniden dizilimi denir.

7.15. Lagrange’nin Grup Teoremi

( G, * ) sonlu bir grup ve H < G ise H nin mertebesi G nin mertebesinin
bolenidir. Yani

IG|=|G/H|.H di.



25

7.16. Homomorfizma

(G, +)ve (H, m)iki grup olmak iizere, f: G — H bir fonksiyon olsun. Eger f
fonksiyonu grup islemini koruyorsa, yani;
VX, yEGiginf(xey)=f(x)mf(y)

ise fye G den H ye Homomorfizma ya da Grup Homomorfizmast denir.

7.17. izomorfizma

f: G — H homomorfizmasi bire bir ve Orten ise f’ ye bir izomorfizma denir.
f:G — H bire-bir ve 6rten olup her x, y € G igin
f(xy)=f(x)+f(y)
ozelligine sahiptir. Bu nedenle G ve H gruplarinin esas itibariyle ayni oldugunu ve bu
gruplardan biri bilinirse digerinin de bilinecegini sdyleyebiliriz. Bu gercekler 1s181inda
asagidaki tanimi yapabiliriz.
G ve H iki grup ve f: G — H olmak tizere:
e f birebir ve orten bir fonksiyondur.
eHerx,yEGig¢inf(xy)=f(x)f(y)dir.
sartlarin1 sagliyorsa f’ ye G ve H arasinda bir izomorfizm denir. Eger G ve H arasinda
bir izomorfizm var ise G ve H izomorf gruplardir veya es yapilidirlar denir.

Matematiksel olarak G = H seklinde gosterilir.

7.18. Monomorfizma ve Epimorfizma

Yalnizca birebir 6zellik gosteren homomorfizmalara Monomorfizma, yalnizca

orten Ozellik gosteren homomorfizmalara da Epimorfizma denir.

7.19. Otomorfizma

f: G — G izomorfizmasi orten ise £’ ye bir Qtomorfizma denir.



26

7.20. Cayley Teoremi

Her sonlu G grubu P(G) permiitasyonlar grubunun bir alt grubuna izomorftur.



8. NOKTA GRUPLAR

Ayn1 simetri elemanlarina sahip olan molekiilleri smiflandirmak ve bir grup
altinda toplamak miimkiindiir. Bir molekiildeki simetri islemlerini gosteren operatorler
carpma islemine gore bir matematiksel grup olusturmaktadir. Bir grup i¢inde ayni
elemanla eslenik olan elemanlar kiimesine smif adi1 verilmektedir. Bir molekiiliin tiim
simetri elemanlar1 bir noktada kesistigi i¢in simetri gruplarina nokta gruplar: da denir.

Nokta gruplar kristal yapmnin en az bir noktasini degismez birakan simetri
gruplaridir. Bir grubun nokta grubu verilirse o molekiiliin geometrisi belirlenebilir. Yani
molekiill geometrileri nokta gruplarina bakilarak yorumlanabilir. Ayni simetri
elemanlarina sahip olan molekiiller veya kristal sistemleri bir grup altinda toplanabilir.
Bir molekiiliin nokta grubu bilinirse o molekiilde yapilabilecek simetri islemleri de
bulunabilir.

Yedi adet singoni ( kristal sistemi ) den 14 tane Bravais kafesi olustugunu
biliyoruz.  Bravais kafeslerine oOteleme haric diger simetri islemleri (yansima,
dondiirme, inversiyon...) uygulanirsa 32 tane nokta grup olusturulur. Ortaya ¢ikan 32
nokta grubun cesitli gdsterimleri vardir. Nokta gruplari, molekiiller icin Schonflies
simgeleri ile kristaller i¢in ise bunlara karsilik gelen Herman — Mauguin simgeleri ile

gosterilir. (Bkz. Cizelge: 6 )

8.1. Nokta Gruplarin Siniflandirilmasi

Bir molekiiliin veya kristalin nokta grubunun bilinmesi o molekiilde hangi
simetri iglemlerinin yapilabileceginin bilgisini bize sunar. Nokta gruplar1 C grubu, D
grubu ve 6zel grup olmak iizere ii¢ baslikta siniflanir. Ozel grup ise, yiiksek simetrili

tetrahedral ( Ty4), oktahedral (Oy), ikozahedral ( I; ) nokta gruplarini igerir.
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8.1.1. C gruplan

C; : e, Birim Eleman

C;s : e, Simetri Diizlemi

C;i :e, Yansima Merkezi

C. : e, n katl donme ekseni

C.y : €, n katl donme ekseni, n tane diisey diizlem

Can: €, n Katli donme ekseni ve yatay diizlem

Cov: e, sonsuz katli donme ekseni, sonsuz tane diisey diizlem ( Simetrik

olmayan dogrusal molekiiller)

8.1.2. D gruplan

D, : E, C, ekseni, ona dik n tane C, ekseni

Dun : e, C, ekseni, ona dik n tane C, ekseni ve G, 0 diizlemleri

Dna : e, C, ekseni, ona dik n tane C, ekseni ve bunlarin a¢1 ortaylarindan gecen
04 diisey diizlemler.

D«v: e, C= ekseni, ona dik sonsuz tane C, ekseni ve Gy, yatay diizlemi (

dogrusal simetrik molekiiller)

8.1.3. Ozel gruplar

Ozel gruplar, yiiksek simetrili tetrahedral Tq4, oktahedral Oy, ikozahedral Ij, nokta
gruplarini kapsar.
Ty :e, Dort tane Cs ekseni, ii¢ tane S4 ekseni, bir kenar ve karsi kenarortayimi
iceren alt1 tane diizlem
Oy, : ¢, li¢ tane C4 ekseni, dort tane C; ekseni ve alt1 tane diizlem

I : e, Oy, grubuna ait simetri elemanlarina ek olarak alt1 tane Cs ekseni
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Cizelge 6. Kristal sistemleri ve nokta gruplari.

Kristal Sistemleri Kristal Smiflarin Nokta Gruplar
Schoenflies Herman - Mauguin
Sembolleri Sembolleri

Triklinik C 1

C 1
Monoklinik Con 2/m

Cs m

C, 2
Ortorombik Don 2/m2/m 2/m

D, 222

sz mm?2
Tetragonal Dap 4/m 2/m 2/m

D4 422

Dog 42m

Cay 4mm

C4h 4/m

Cq 4

Sy 4
Rombohedral Daq 32/m
(Trigonal) D; 32

Csy 3m

Cs; 3

Cs 3
Heksagonal Den 6/m 2/m 2/m

Ds 622

Dsp 6m2

Cev 6mm

Cén 6/m

Csn 6

Ce 6
Kiibik On 4/m32/m

@) 432

T4 43m

Th 2/m 3

T 23
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8.2. Nokta Gruplarin Tespiti

Nokta gruplarin belirlenmesinde ¢esitli akim semalar1 kullanilir. Bu akim

semalarindan en yaygin kullanilan iki akim semasi asagidaki gibidir.

Akim Semasi 1:

C, Ekseni

Cn_ nC; Cn_L nG
Oy var 116, var T yok Oy, var 11T, var Tk
Can Cov C. D, D, D,

Akim Semasi 1’ in Kullanimai:

e  Once Molekiiliin ana donme ekseni tayin edilir.( Molekiilde en ¢ok atomu birbiri
iizerine tastyan eksen, ana donme eksenidir.)

e Ana donme eksenine dik n tane C, donme ekseni var m1?( n tane eksenden bir
tanesini tespit etmek yeterlidir.) Eger cevap var ise molekiil D, kiimesindendir,
cevap yok ise molekiil C, kiimesindendir.

e Ana donme eksenine dik Gy, diizlemi var m1? Cevap var ise molekiil C,, ya da Dy
nokta grubundandir. Eger cevabimiz yok ise isleme devam edilir.

e Ana donme eksenini i¢ine alan Gy ve / veya G4 diizlemi varmi? Cevap var ise
molekiil veya kristal sinifi C,, ya da D,y nokta grubundadir. Cevap yok ise

molekiil veya kristal smifi C, veya D, nokta grubundadir

NOT: En ¢ok donme simetri isleminin gerceklestigi donme eksenine Ana Dénme

Ekseni denir.
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Akim Semast 2:

semasi 1’e gore daha kapsamlidir.

Krista

akim semasi 1’e gore daha hassas ¢alismalarda kullanilir.

1 sistem

Akim

E "
Ekzeni sonlumu?

El|[—1

Sime tri merkesi var ma?

r

hibleldil dedrisal ma?

H

r

¥
C.ve 5, ek=enlerimi bul

L |

D Crv n > 3 olan ek=en var m?
HTI‘ TE
n deferi en viiksek olan C,
glezeniti ana eksen clarak =eg¢
H n> 1 mi?
E

w
Bir ayna dit-lemi

Bu 2ksene dik n tane

Var m? . ek=em var mm?
E
L H bu ekzenle calasik
C, Say elkzeni var mu?

Simetri merkez1

|
510

Bu skzene dik bir
ayna ditzlemi varm?

lE
Con H

L
Bu eksene paralel
nitane ayna dii= emi

wvar m'7T
E l l H
Cm‘ I:ﬂ

L
bir dartlil elezen var ma?

lE H

Oy, bir hezli
elizen var m
E H

E

bu ek=zene dik ayna
dilzlemi var mi

El
D
Bu skzene dik

n tane ayna dilzlemi
var m 7



32

Akim Semasi 2’ nin kullanimi:

Akim semas1 2, bir dizi sorulardan olusmustur. Bu sorulara cevabiniz evet ise
(E ), cevabiniz Hayir ise ( H ) yolundan giderek bir sonraki simetri islemi adimina

gecebilir ve adim adim sonuca ulasabilirsiniz.



9. 0, NOKTA GRUBUNUN P(8) PERMUTASYON GRUBU iLE INCELENME
48 elemanlt Oy nokta grubu P(8) permiitasyon grubunun bir alt grubu ile
izomorfiktir. Bu bilgi yardimiyla Oy, nokta grubunun simetri elemanlarini asagida agik
bir sekilde anlatilan simetri islemleri ile bulabiliriz

9.1. Kiipte Simetri Islemleri ve Kiipiin Simetri Elemanlar

9.1.1. Ozdeslik simetri elemani

4z
3

2 3 2
4 b s 1
I [ 8
L
-¥ E I -#I - - [ ¥ —. ﬁ' -
- ’ 4 L
A I | ‘
X J
3 -J:l' 8
(a) (b)

Sekil 6. Ozdeslik elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri operatorii, kiiplin ana donme eksenlerinden tutularak saatin dénme
yoniiniin tersi yonde (proper donme ) 360 derece ya da sifir derecelik donme yapmasi
anlamina gelir. Burada dikkat etmemiz gereken nokta; kiipiin ana donme eksenlerinin
koordinat eksenlerine (X, y, z) denk geldiginin fark edilmesidir. Bu operator “ e ™ ile
temsil edilmistir. Bu islem sonucunda kiipiin ilk durumunu korumas: beklenir (Bkz.
Sekil 6 (a) ve Sekil 6 (b)). Bu simetri operatoriinii asagidaki gibi bir permiitasyon
gosteriminde yazabiliriz. Permiitasyonun ilk satir1 kiipiin ilk durumuna karsilik gelirken,

ikinci satir kiipiin simetri isleminden sonraki durumunu temsil eder.

12345678
12345678
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Yukaridaki permiitasyon su sekilde yorumlana bilir. Permiitasyonun ilk satir1
kiipiin ilk durumunu temsil etmektedir. Ik satirda bulunan rakamlar kiipiin her bir
kosesine temsili olarak birakilmis rakamlardir. Bu rakamlar yerine istenirse farkli
karakterlerde kullanilabilir. Ikinci satirdaki rakamlar ise simetri islemi sonunda kiipiin
ilk duruma gore konumlar1 degisen koseleri temsil etmektedir. Bunu biraz daha agalim.
“e” simetri islemi sonunda 1 kosesinin yerine yine 1 kosesi gelmistir. Ayni sekilde 2
kosesinin yerini 2 kosesi, 3 kosesinin yerini 3 kosesi, 4 kdsesinin yerini 4 kosesi, bes
kosesinin yerini bes kosesi, 6 kosesinin yerini 6 kosesi, 7 kosesinin yerini 7 kdsesi ve 8
kosesinin de yerini 8 kosesi almistir. Yani kiipiin hi¢ bir kdsesi uzaydaki konumunu

degistirmemistir. Sonugta kiip konumunu korumustur.

9.1.2. Kiip icin ii¢ kath donme ekseninden (C3) simetri islemleri

Ik islem Cs(1) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir: Kiipiin 1
kosesi bize bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, kiipiin 120 derece proper (saat
yoniiniin tersi yonde) donme yaptirilmasidir. Bu simetri operasyonu “ a ” ile temsil
edilmistir. Kiipiin Sekil 7 (a) da ki ilk durumu “ a” simetri islemi sonucunda Sekil 7 (b)

deki gibi olur.

Laa
]

. |
("]

lﬂf' C(1)

- 2 !
—
6 / 5
6
; g M N
(a) (b)

Sekil 7. a simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri iglemi sonucunda “a” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini

yazabiliriz:
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(12345678
14587632

13 2

“a” permiitasyonu su sekilde yorumlanabilir. “a > simetri islemi sonunda 1
kosesi yine 1 kosesine gitmistir. Ayni sekilde 2 kosesi yerini 4 kdsesine, 3 kosesi yerini
5 kosesine, 4 kosesi 8 kosesine, 5 kosesi 7 kdsesine, 6 kosesi yine 6 kosesine, 7 kosesi 3
kosesine ve 8 kosesi de 2 kosesine gitmistir. Yani kiipiin 1 ve 6 kdsesi hari¢c diger

koselerinin uzaydaki konumu degismistir.

Ikinci islem C3(2) simetri ekseni kullanilarak kiipiin 2 kosesi bize bakacak
sekilde tutuldugu bir durumda kiipiin 120 derece proper (saat yoniiniin tersi yonde)
donme yapmasi islemine denk gelmektedir. Bu simetri operasyonu “ 6 ” ile temsil
edilmistir Kiiptin Sekil 8 (a) da ki ilk durumu “ 6 simetri islemi sonucunda Sekil 8(b)
deki gibi olur

Laa

(2) (b)

Sekil 8. 6 simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “b” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligmi
yazabiliriz:
G 12345678

72185436
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Ugiincii islem C3(3) simetri ekseni kullanilarak kiipiin 3 kdsesi bize bakacak
sekilde tutuldugu bir durumda kiipiin 120 derece proper (saat yoniiniin tersi yonde)
donme yapmasi islemine denk gelmektedir. Bu simetri operasyonu “ ¢ ” ile temsil
edilmistir Kiipiin Sekil 9 (a) da ki ilk durumu “ ¢ simetri iglemi sonucunda Sekil 9 (b)

deki gibi olur

A

Lad

]

[
|51

[
[

8
(a) Cal(3) (b)

LA

Sekil 9. ¢ simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “c” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini

yazabiliriz:

12345678
76321458

Dérdiincii islem C;(4) simetri ekseni kullanilarak kiipiin 4 kosesi bize bakacak

sekilde tutuldugu bir durumda kiipiin 120 derece proper (saat yoniiniin tersi yonde)

13

donme yapmasi islemine denk gelmektedir. Bu simetri operasyonu “ & ile temsil

edilmistir Kiiptin Sekil 10 (a) da ki ilk durumu “ 4 simetri islemi sonucunda Sekil 10

(b) deki gibi olur.
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Ca(4) 1 4
| \ —- _

(a) (b)

Sekil 10. 4 simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

[

Laa
L=4

LA

Bu simetri islemi sonucunda “4” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligimi
yazabiliriz.

(12345678
36541872

Besinci iglem Cs(5) simetri ekseni kullanilarak kiiptin 6 kosesi bize bakacak
sekilde tutuldugu bir durumda kiipiin 120 derece proper (saat yoniiniin tersi yonde)
donme yapmasi islemine denk gelmektedir. Bu simetri operasyonu “ f” ile temsil
edilmistir Kiiptin Sekil 11 (a) da ki ilk durumu “ £ simetri islemi sonucunda Sekil 11

(b) deki gibi olur

3 2 3 4
1

: 2:3"',.. f g 1

6 _,—#""‘ 7 3
5
G35
s Mg Lk
(a) (b)

Sekil 11. fsimetri elemaninin etkisi gosterilmistir..

Bu simetri islemi sonucunda f operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini

yazabiliriz:
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(12345678
18723654

Altinct iglem C;3(6) simetri ekseni kullanilarak kiipiin 5 kosesi bize bakacak
sekilde tutuldugu bir durumda kiipiin 120 derece proper (saat yoniiniin tersi yonde)
donme yapmasi islemine denk gelmektedir. Bu simetri operasyonu “ g ” ile temsil
edilmistir Kiipiin Sekil 12 (a) da ki ilk durumu “ g simetr1 islemi sonucunda Sekil 12

(b) deki gibi olur.

71 —

(a) (b)
C3(6)

Sekil 12. g simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Lad

Bu simetri islemi sonucunda “g” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini

(12345678
I 132765814

yazabiliriz:

Yedinci islem Cs3(7) simetri ekseni kullanilarak kiiptin 8 kosesi bize bakacak
sekilde tutuldugu bir durumda kiipiin 120 derece proper (saat yoniiniin tersi yonde)
donme yapmasi islemine denk gelmektedir. Bu simetri operasyonu “ £ ” ile temsil
edilmistir Kiiptin Sekil 13 (a) da ki ilk durumu ““ £ simetri islemi sonucunda Sekil 13

(b) deki gibi olur
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Laa

=
Laa
(=13

8
(a) Ci(T) ()

Sekil 13. £ simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

L)

Bu simetri islemi sonucunda “£” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligmi
yazabiliriz:

o [12345678
54367218

Sekizinci ve son islem, Cs(8) simetri ekseni kullanilarak kiiplin 7 kdsesi bize

bakacak sekilde tutuldugu bir durumda kiiptin 120 derece proper (saat yoniiniin tersi

({3

yonde) donme yapmasi islemine denk gelmektedir. Bu simetri operasyonu “ ¢ ” ile

2

temsil edilmistir Kiiptin Sekil 14 (a) da ki ilk durumu “ ¢
Sekil 14 (b) deki gibi olur.

simetri islemi sonucunda

5 b

) 1 4

™ f :
\ —_—
q 7
38
5 q ) 2
(a) (b)

Sekil 14. i simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

(133

Bu simetri islemi sonucunda “7” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligmi

yazabiliriz:
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(12345678
58143276

9.1.3. Kiip icin iki kath donme ekseninden (C,) simetri islemleri

Ik islem C,(1) simetri ekseni kullamlarak yapilan simetri islemidir. Bu eksen
ayn1 zamanda “ x ” eksenidir. Kiipiin 1, 4, 5 ve 8 kdselerinin olusturdugu yiizeyi bize
bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, secilen eksen etrafinda kiiplin saat yoniiniin
tersi yonde (proper) 180 derecelik donme yapmasi islemidir. Bu simetri islemi “ ;7 ile

temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 15 (a) da ki ilk durumu, “;” simetri iglemi sonucunda

Sekil 15 (b) deki gibi olur.

Fa ) °
3
4 ]
—
2 3
3 3 1 4
(2) (b)

Cil)=x

Sekil 15. jsimetri elemaninim etkisi gosterilmistir.
Bu simetri islemi sonucunda ““/” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligimni

yazabiliriz:

j=

12345678
56781234

Ikinci islem C,(2) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir. Bu eksen
ayni zamanda “ y ” eksenidir. Bu islem kiipiin 1, 2, 7 ve 8 koselerinin olusturdugu

ylizeyi bize bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, kiipiin sec¢ilen eksen etrafinda saat
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yoniiniin tersi yonde (proper) 180 derecelik donme yapmasidir. Bu simetri iglemi ““ £ ”
ile temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 16 (a) da ki ilk durumu, * k7 simetri islemi

sonucunda Sekil 16 (b) deki gibi olur.

7 ———————

FE

k
—
Co2) =y "ﬂu_, 4 1

(3) (B)

Sekil 16. £ simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

b

Bu simetri islemi sonucunda “k” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligmi

yazabiliriz:

(12345678
78563412

Ugiincii islem C»(3) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir. Bu
eksen ayni zamanda “ z 7 eksenidir. Bu islem, kiipiin 1, 2, 3 ve 4 kdselerinin
olusturdugu yiizeyi bize bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, kiipiin saat yoniiniin
tersi yonde (proper) 180 derecelik donme yapmasidir. Bu simetri iglemi “ [ ile temsil
edilmistir. Kiipiin Sekil 17 (a) da ki ilk durumu, * [ simetri islemi sonucunda Sekil 17

(b) deki gibi olur.

Cidi=z
o 5

Sekil 17. [ simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.
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Bu simetri islemi sonucunda “/” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligmi

yazabiliriz.

12345678
34127856

9.1.4. Kiip icin dort kath donme ekseninden (C,) simetri islemleri

Ik islem Cq4(1) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir. Bu eksen
ayni zamanda “ x 7 eksenidir. Kiipiin 1, 4, 5 ve 8 koselerinin olusturdugu yiizeyi bize

bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, secilen eksen etrafinda kiiplin saat yOniiniin

tersi yonde (proper) 90 derecelik donme yapmasi islemidir. Bu simetri iglemi “ m ™ ile

(13 b

temsil edilmistir. Kiiplin Sekil 18 (a) da ki ilk durumu, “m” simetri islemi sonucunda

Sekil 18 (b) deki gibi olur.

Laa

Cil)=x ]

[

[
EE
A

(a) (&)

Sekil 18. m simetri elemanimin etkisi gosterilmistir.
Bu simetri islemi sonucunda “m” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligmi
yazabiliriz:

12345678
m =
43658721

Ikinci islem C4(2) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir. Bu eksen
ayni zamanda “ -x ” eksenidir. Kiipiin 2, 3, 6 ve 7 kdselerinin olusturdugu yiizeyi bize
bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, secilen eksen etrafinda kiiplin saat yOniiniin

tersi yonde (proper) 90 derecelik donme yapmasi islemidir. Bu simetri islemi “ » ” ile
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(13 bl

temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 19 (a) da ki ilk durumu, “ =™ simetri iglemi sonucunda

Sekil 19 (b) deki gibi olur.

M A2 Cyly==x
1 ﬁ ‘ 3
/ n

AT —=— |,

[

LA
oo
oo
[

(a) (b)

Sekil 19. n simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

6e_9

Bu simetri islemi sonucunda “n” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini
yazabiliriz:
12345678
B (87214365]

Ugiincii islem C4(3) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir. Bu
eksen ayn1 zamanda “ y ” eksenidir. Kiipiin 1, 2, 7 ve 8 kdselerinin olusturdugu yiizeyi
bize bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, secilen eksen etrafinda kiipiin saat yoniiniin

tersi yonde (proper) 90 derecelik donme yapmasi islemidir. Bu simetri iglemi “ o ™ ile

temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 20 (a) da ki ilk durumu, “ o™ simetri islemi sonucunda
Sekil 20 (b) deki gibi olur.

3 G ]

[

£
=
Il
=
A
(= =]

A
[ )
R
[

(a) (b)

Sekil 20. o simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.
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e 9

Bu simetri iglemi sonucunda “o” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini

yazabiliriz:

12345678
81456327

Dordiincii islem C4(4) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir. Bu
eksen ayni zamanda * -y ” eksenidir. Kiipiin 3, 4, 5 ve 6 koselerinin olusturdugu yiizeyi

bize bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, secilen eksen etrafinda kiipiin saat yoniiniin

tersi yonde (proper) 90 derecelik donme yapmasi iglemidir. Bu simetri islemi “ p 7 ile

¢e_99

temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 21 (a) da ki ilk durumu, “p” simetri islemi sonucunda

Sekil 21 (b) deki gibi olur.

]
e
L]
=
Il
N
-] ]
Laa
[}

L]
L=
. |

(2) (B)

Sekil 21. p simetri elemanmin etkisi gosterilmistir.
Bu simetri islemi sonucunda “p” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini
yazabiliriz:

(12345678
P=1 27634581

Besinci islem Cy4(5) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir. Bu
eksen ayn1 zamanda “ z ” eksenidir. Kiipiin 1, 2, 3 ve 4 kdselerinin olusturdugu yiizeyi
bize bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, secilen eksen etrafinda kiipiin saat yoniiniin
tersi yonde (proper) 90 derecelik donme yapmasi islemidir. Bu simetri iglemi “ r” ile
temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 22 (a) da ki ilk durumu, “7’ simetri islemi sonucunda

Sekil 22 (b) deki gibi olur.
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3 2 Ci3) =z 2 1
1 3
4 r
—_—
1 g
3 6 3
(2h (b)

Sekil 22. rsimetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “7” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligmi

yazabiliriz:

12345678
r:
23418567

Altinct iglem Cy4(6) simetri ekseni kullanilarak yapilan simetri islemidir. Bu
eksen ayni zamanda * -z ” eksenidir. Kiipiin 5, 6, 7 ve 8 koselerinin olusturdugu yiizeyi

bize bakacak sekilde tutuldugu bir durumda, secilen eksen etrafinda kiipiin saat yoniiniin

tersi yonde (proper) 90 derecelik donme yapmasi islemidir. Bu simetri iglemi “ s ile

(Y]

temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 23 (a) da ki ilk durumu, “s” simetri islemi sonucunda

Sekil 23 (b) deki gibi olur.

Fy
3 4 3
vl 1 5
4 5
—
3 §
3 =d 8 7
¥ Cuty==
(a) (b)

Sekil 23. s simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.
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[P

Bu simetri islemi sonucunda “s” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligimi
12345678
S:
41236785

9.1.5. Kiip i¢in iki kath (C} ) donme ekseninden simetri islemleri

yazabiliriz:

ilk islem C.(1) simetri ekseni kullanilarak yapilan 180" lik proper (saat
yoniiniin tersi yonde) donme simetri islemidir. Bu eksen ayni1 zamanda kiipiin 3-4 ve 7-8
kenarlarindan gegen simetri donme eksenidir. Bu eksende meydana gelen donme simetri
islemi ““ ¢ ” ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 24 (a) da ki ilk durumu, “ ¢ simetri

islemi sonucunda Sekil 24 (b) deki gibi olur.

3 2 3
4N 1 t 3 6
\ \
7 3
C. (D
5 3 2 7

(a) (b)

Sekil 24. ¢ simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “#” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsoligimi
- 12345678
65432187

ikinci islem CJ(2) simetri ekseni kullamilarak yapilan 180° lik proper (saat

yazabiliriz:

yoniiniin tersi yonde) donme simetri islemidir. Bu eksen ayni zamanda kiipiin 1-2 ve 5-

6 kenarlarindan gegen simetri donme eksenidir. Bu eksende meydana gelen donme
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13 2

simetri islemi “ u ” ile temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 25 (a) da ki ilk durumu, “u

simetri islemi sonucunda Sekil 25 (b) deki gibi olur.

3 2 8 1

[

s
Lad

(b)

Sekil 25. u simetri elemaninin etkisi gésterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “z” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini

yazabiliriz:

12345678
u:
21876543

Ugiincii islem C) (3) simetri ekseni kullanilarak yapilan 180° lik proper (saat

yoniiniin tersi yonde) donme simetri islemidir. Bu eksen ayni1 zamanda kiipiin 2-3 ve 5-8
kenarlarindan gegen simetri donme eksenidir. Bu eksende meydana gelen donme simetri
islemi “ v ” ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 26 (a) da ki ilk durumu, “ v” simetri
islemi sonucunda Sekil 26 (b) deki gibi olur.

e

[ ]
Laa

]
P

LA

() (b)

Sekil 26. v simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.
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Bu simetri islemi sonucunda “¢”” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligimi

yazabiliriz:

12345678
63278145

Dérdiincii islem C! (4) simetri ekseni kullanilarak yapilan 180 lik proper (saat

yoniiniin tersi yonde) donme simetri islemidir. Bu eksen ayni1 zamanda kiipiin 1-4 ve 6-7
kenarlarindan gegen simetri donme eksenidir. Bu eksende meydana gelen donme simetri

islemi “ w ” ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 27 (a) da ki ilk durumu, “ w > simetri

islemi sonucunda Sekil 27 (b) deki gibi olur.

i) 7
Ca-

Ve

(a) (b)

Sekil 27. w simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

]

laa

Bu simetri islemi sonucunda “w” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligimi
yazabiliriz:

12345678
w =
45812763

Besinci islem C! (5) simetri ekseni kullanilarak yapilan 180% lik proper (saat

yoniiniin tersi yonde) donme simetri islemidir. Bu eksen ayni1 zamanda kiipiin 1-8 ve 3-6
kenarlarindan gegen simetri donme eksenidir. Bu eksende meydana gelen donme simetri

islemi “ y 7 ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 28 (a) da ki ilk durumu, “ y” simetri

islemi sonucunda Sekil 28 (b) deki gibi olur
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Laa
[
L=
A

W 1 \J 8
—-
\ 1
6 ]

5 3 Ci.(9) Y
(a) (b)

Sekil 28. y simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Laa

[
[

e 9

Bu simetri islemi sonucunda “y” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini
yazabiliriz:

(12345678
Y7\ 85672341

Altinct islem C! (6) simetri ekseni kullanilarak yapilan 180°" lik proper (saat

yoniiniin tersi yonde) donme simetri islemidir. Bu eksen ayni1 zamanda kiipiin 4-5 ve 2-7
kenarlarindan gegen simetri donme eksenidir. Bu eksende meydana gelen donme simetri

islemi “ z 7 ile temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 29 (a) da ki ilk durumu, “ z” simetri

islemi sonucunda Sekil 29 (b) deki gibi olur.

fﬁ"‘
7] )
rll""‘ ‘ <

(a) (b}

Sekil 29. z simetri elemaninin n etkisi gésterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “z” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligimi

yazabiliriz:
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(12345678
67854123

9.1.6. Kiip icin inversiyon simetri islemleri

2.1.3 teki bilgiler dikkate alinarak, kiiplin koselerini koordinat cinsinden yazip
inversiyon iglemine tabi tutalim. Sekil: 30 (a) kiipiin koordinat cinsinden ilk durumunu
gostermektedir. Sekil 30 (b) kiipilin inversiyon operatorii sonucunda koordinat cinsinden

son durumunu gostermektedir.

(5.7, (-1.y.2 (%5~ (x.-v-2)
(=42 kﬁji (x¥-2 CE A2
" + |y I

_'|| R R i 1". .

* 4*d'%* g M.y2 (xLyz)

Plioca (-x.y.2)

o |

i EE 7 X ""—?" | 3L -E} ['E:}r:z} [-E:-EE}
_IT
(2) (b)

Sekil 30. Kiip i¢in inversiyon islemi.

Sekil: 30 daki bilgiler 1s1ginda kiipiin inversiyon durumunu bir kerede kiipiin
kose numarali cinsinden ¢izebiliriz (Bkz. Sekil 31). Sekil 31 (a) kiipiin ilk durumunu
gostermektedir. “ I ” operasyonu uygulandiktan sonra; yani inversiyon isleminden

sonraki kiiplin durumu Sekil 31 (b) de gosterilmistir.
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(@) (B)

Sekil 31. Inversiyon Isleminin Etkisi Gosterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “I” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini

yazabiliriz:

12345678
65872143

9.1.7. Kiip icin inversiyon — donme simetri islemleri

9

“Inversiyon - Donme ” simetri elemani da S, ile temsil edilir. Bu simetri islemin

geregi; once kiipe inversiyon islemi uygulanir. Bir sonraki adimda ise inversiyon islemi
uygulanan kiip, se¢ilen donme simetri ekseni etrafinda proper (saat yOniiniin tersi

yonde) dondiiriiliir.

13 2

Kiipte “ inversiyon - donme ” simetri elemam1 S, = S¢ dir. S¢ matematiksel
olarak

S¢ =1 C3
seklinde yazilir. Bu matematiksel ifade; kiipiin inversiyon islemi ardindan segilen

simetri donme ekseni etrafinda 120 derecelik proper (saat yoniiniin tersi yonde) dénme

(13

yaptigini ifade eder. Bu tanim gere§i simdide kiiplin “ inversiyon - donme “simetri

islemlerini ve ““ inversiyon - donme ” simetri elemanlarmni tek tek gosterebiliriz.
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2

Ik “ inversiyon - dénme simetri islemi; kiiplin inversiyonunun ardindan,
kiiptin 6 kosesinden tutularak, kiipiin 1 — 6 koselerinden gegen C3(1) donme simetri
ckseni etrafinda kiipin 120° lik proper (saat yoniinin tersi yonde)  donme
yaptirilmasiyla gergeklestirilmistir. (Bkz. Sekil 32) Bu simetri islemini gergeklestiren

simetri eleman1 “ a* ” ile temsil edilmistir.

2 g 3 : 3

\ Ci 1) \(’
4 1 7 ;ﬁl) 5
.
I / —_—

& 7 — | _A 4 c. 1 2

sl Mg o, S g
(a) (b} (c)

Sekil 32. a* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Goriildigi tizere Sekil 32 (a) daki kiip inversiyon islemi uygulandiktan sonra
Sekil 32 (b) deki duruma gelir. Bu son durumda kiipe C; isleminin uygulanmas1 yani
donme ekseni etrafinda 120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) donme
yaptirilmasiyla kiip Sekil 32 (¢) deki son durumuna ulasir. Bu islemlerin tamamini a* ile

temsil edip asagidaki gibi permiitasyon karsiligini yazabiliriz.

. (12345678
a:
67234185

Ikinci * inversiyon - donme ” simetri islemi; kiipiin inversiyonunun ardindan,
kiiptin 5 kosesinden tutularak, kiipiin 2 — 5 kdselerinden gecen C3(2) donme simetri
ekseni etrafinda kiipiin  120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) dénme
yaptirilmasiyla gergeklestirilmistir (Bkz. Sekil 33). Bu simetri islemini gergeklestiren

simetri eleman1 “ 6* ” ile temsil edilmistir.
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Lad

]
1

Sekil 33. 6* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Goriildigi tizere Sekil 33 (a) da ki kiip inversiyon iglemi uygulandiktan sonra
Sekil 33 (b) deki duruma gelir. Bu son durumda kiipe C; isleminin uygulanmasi yani
donme ekseni etrafinda 120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) donme
yaptirilmasiyla kiip Sekil 33 (c¢) deki son durumuna ulasir. Bu islemlerin tamammi 6* ile

temsil edip asagidaki gibi permiitasyon karsiligini yazabiliriz:

5o (12345678
45632781

Ugiincii “ inversiyon - dénme > simetri islemi; kiipiin inversiyonunun ardindan,
kiiptin 8 kosesinden tutularak, kiipiin 3 — 8 kdselerinden gecen C3(3) donme simetri
ekseni etrafinda kiipiin  120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) dénme
yaptirilmasiyla gerceklestirilmistir (Bkz. Sekil 34 ). Bu simetri islemini gergeklestiren

TR R L)
c

simetri elemant ile temsil edilmistir.

C:(3)

1
—_— \ —_—
o] 7 1 4] Cs 3 i)

Sekil 34. ¢* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Lad
[}
LA
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Goriildigi tizere Sekil 34 (a) da ki kiip inversiyon iglemi uygulandiktan sonra
Sekil 34 (b) deki duruma gelir. Bu son durumda kiipe C; isleminin uygulanmasi yani
donme ekseni etrafinda 120° lik proper (saat yoninin tersi yonde)  donme
yaptirilmasiyla kiip Sekil 34 (¢) deki son durumuna ulagir. Bu islemlerin tamamini ¢* ile

temsil edip asagidaki gibi permiitasyon karsiligini yazabiliriz:

12345678
41856723

13 2

Dordiincii “ inversiyon - donme simetri islemi; kiiplin inversiyonunun
ardindan, kiipiin 7 késesinden tutularak, kiiptin 4 — 7 kdselerinden gecen C3(4) donme
simetri ekseni etrafinda kiipiin 120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) donme
yaptirilmasiyla gerceklestirilmistir (Bkz. Sekil 35 ). Bu simetri islemini gerceklestiren

simetri eleman1 “ &* ” ile temsil edilmistir.

3 2
4 M 6 7 5
I

Laa

(a) (k) (c)

Sekil 35. 4* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Goriildigi tizere Sekil 35 (a) daki kiip inversiyon islemi uygulandiktan sonra
Sekil 35 (b) deki duruma gelir. Bu son durumda kiipe C; isleminin uygulanmasi yani
donme ekseni etrafinda 120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) dénme
yaptirilmasiyla kiip Sekil 35 (¢) deki son durumuna ulasir. Bu islemlerin tamamini 4* ile

temsil edip asagidaki gibi permiitasyon karsiligini yazabiliriz:
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(12345678
81276345

Besinci “ inversiyon - donme ” simetri islemi; kiipiin inversiyonunun ardindan,
kiiptin 1 kosesinden tutularak, kiipiin 1 — 6 koselerinden gegen C3(5) donme simetri
ckseni etrafinda kiipin 120° lik proper (saat yoniinin tersi yonde)  donme
yaptirilmasiyla gerceklestirilmistir (Bkz. Sekil 36 ). Bu simetri islemini gergeklestiren

simetri eleman1 * f*” ile temsil edilmistir.

2 g 3 2 7
4 1 7 \ [ 3 6
[
- / -
6 7 _:,JH"I' - i c 1 8
5 8 3 4 5
(a) (b) (c)

Sekil 36. f* simetri elemaninin etkisi gosterilmigtir.

Goriildigi tizere Sekil 36 (a) daki kiip inversiyon islemi uygulandiktan sonra
Sekil 36 (b) deki duruma gelir. Bu son durumda kiipe C; isleminin uygulanmasi yani
donme ekseni etrafinda 120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) dénme
yaptirilmasiyla kiip Sekil 36 (c) deki son durumuna ulasir. Bu islemlerin tamamini /* ile

temsil edip asagidaki gibi permiitasyon karsiligini yazabiliriz.

. (12345678
63458127

Altinc1 * inversiyon - donme ” simetri islemi; kiipiin inversiyonunun ardindan,
kiiptin 2 kosesinden tutularak, kiiplin 2-5 koselerinden gecen C;3(6) donme simetri
ekseni etrafinda kiipiin 120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) dénme yaptirilmasiyla
gerceklestirilmistir (Bkz. Sekil 37). Bu simetri islemini gergeklestiren simetri elemani “

¥* 9

g*” ile temsil edilmistir.
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Sekil 37. g* simetri elemanimin etkisi gosterilmistir.

Goriildigi tizere Sekil 37 (a) daki kiip inversiyon islemi uygulandiktan sonra
Sekil 37 (b) deki duruma gelir. Bu son durumda kiipe C; isleminin uygulanmasi yani
donme ekseni etrafinda 120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) donme
yaptirilmasiyla kiip Sekil 37 (¢) deki son durumuna ulasir. Bu islemlerin tamamini g* ile

temsil edip asagidaki gibi permiitasyon karsiligini yazabiliriz:

(12345678
9 "1 85412367

Bu islemin bir diger yontemi de C;(6) donme ekseninden 120 derecelik proper (saat

yOniiniin tersi yonde) donme simetri igleminin yapilmasi ( yani “g ” simetri islemi)

ardinda inversiyon isleminin gerceklestirilmesidir.

Yedinci “ inversiyon - donme ” simetri islemi; kiipiin inversiyonunun ardindan,
kiiptin 3 kosesinden tutularak, kiiplin 3-8 koselerinden gecen C;(7) donme simetri
ekseni etrafinda kiipiin  120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) dénme
yaptirilmasiyla gergeklestirilmistir (Bkz. Sekil: 38 ). Bu simetri islemini gergeklestiren

simetri eleman1 “ £*” ile temsil edilmistir.
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(a) (k) (c)
Ci(T)

Sekil 38. A* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

o]

Goriildigi tizere Sekil 38 (a) daki kiip inversiyon islemi uygulandiktan sonra
Sekil 38 (b) deki duruma gelir. Bu son durumda kiipe C; isleminin uygulanmasi yani
dénme ekseni etrafinda 120° lik proper donme yaptirilmasiyla kiip Sekil 38 (c) deki son
durumuna ulasir. Bu islemlerin tamamini £* ile temsil edip asagidaki gibi permiitasyon
karsiligini yazabiliriz:

oo [12345678
27814563

13 2

Sekizinci inversiyon - donme simetri islemi; kiipiin inversiyonunun

ardindan, kiiplin 4 kosesinden tutularak, kiipiin 4-7 koselerinden gecen C;3(8) donme
simetri ekseni etrafinda kiipiin 120° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) doénme
yaptirilmasiyla gerceklestirilmistir (Bkz. Sekil 39). Bu simetri islemini gerceklestiren

[T R L)
1

simetri elemant ile temsil edilmistir.

3 2 g 5 ) 1
4 h 7
| T~ | —
5 7 1 C; 3 4
5 2 : 5
(a) (b) (c)

Sekil 39. 7* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.
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Goriildigi tizere Sekil 39 (a) daki kiip inversiyon islemi uygulandiktan sonra
Sekil 39 (b) deki duruma gelir. Bu son durumda kiipe C3 isleminin uygulanmasi yani
donme ekseni etrafinda 120° lik proper (saat yoninin tersi yonde) donme
yaptirilmasiyla kiip Sekil 39 (c) deki son durumuna ulasir. Bu islemlerin tamamini ¢* ile

temsil edip asagidaki gibi permiitasyon karsiligini yazabiliriz.

12345678
23678541

9.1.8. Kiip icin simetri diizleminden yansima simetri islemleri

Kiipiin x-z eksenlerinin olusturdugu diizlemle ¢akisik olan ayna yansima simetri
diizlemi oy(1) ile temsil edilmistir (Bkz. Sekil 40 ). on(1) simetri diizleminde
gerceklesen yansima simetri operasyonu ise “ j* ” ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 40

(a) da ki ilk durumu, “7*” simetri islemi sonucunda Sekil 40 (b) deki gibi olur.

"] = "]
a a

4 1
1 it
ol —i
e 3 &
6 -
3
(a) (k)

Sekil 40. j* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri iglemi sonucunda “j*” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon

karsiligini yazabiliriz:

. (12345678]
o=

43218765

Kiipiin x-y eksenlerinin olusturdugu diizlemle cakisik olan ayna yansima simetri

diizlemi “on(2)” ile temsil edilmistir (bkz. Sekil 41). on(2) simetri diizleminde
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4

gerceklesen yansima simetri operasyonu ise “k* ”ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 41

(a) da ki ilk durumu, “k*” simetri islemi sonucunda Sekil 41 (b) deki gibi olur.

a3
£

4 1 5

ae(2)
LS

Lad
[

(a) (b)

Sekil 41. k* simetri elemaninin etkisi gésterilmistir.

-2

Bu simetri islemi sonucunda operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligimni
yazabiliriz:

. (12345678
87654321

Kiipiin y-z eksenlerinin olusturdugu diizlemle ¢akisik olan ayna yansima simetri
diizlemi “ox(3)” ile temsil edilmistir (Bkz. Sekil 42). op(3) simetri diizleminde
gerceklesen yansima simetri operasyonu ise “/* ” ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 42

(a) da ki ilk durumu, “/*” simetri islemi sonucunda Sekil 42 (b) deki gibi olur.

1
) 3
4 1 1*
Gl 3) _—
W, | c 3 4
| 6 /
3 3
(a) (b)

Sekil 42. [* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.
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Bu simetri islemi sonucunda “/*” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligimi

yazabiliriz:

12345678
21436587

9.1.9. Kiip icin donme-yansima simetri islemleri

[k “dénme - yansima” islemini C4(1) = x ve C4(2) = -x ddnme simetri ekseni ve

ayna simetri diizlemini kullanarak yapalim (Bkz. Sekil 43)

Laa
k

Cy2)

Cal

Sekil 43. op(3) diizlemine dik simetri ekseninden “ Donme- Yansima™ islemi

Ik islem basamagini ifade edersek; kiipiin 1, 4, 5 ve 8 koselerinin olusturdugu
kiip yiizeyinden Cy(1) simetri eksenini tutarak kiipii 90° proper dondiirdiikten sonra
on(3) ayna simetri diizleminden yansima islemi gergeklestirilmistir. Bu islem “ m* ”
simetri operasyonu ile temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 44 (a) da ki ilk durumu, Cu(1)
dénme simetri ekseninden 90° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) donme islemi

sonucunda Sekil 44 (b) deki duruma gelmistir. Bu son duruma o(3) aynasindan yansima

operatorii uygulandiktan sonra Sekil 44 (¢) deki durum elde edilir.



61

; 3 3 4
4 5 i] L]
L 1Y
— .
7 7 2 3 1
L
5 ] 8 1 7 2
(a) (k) (c)
e A
-
m:'-r

Sekil 44. m* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir
Bu simetri islemi sonucunda “m*’ operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon
karsiligini yazabiliriz:

. (12345678
78123456

Ikinci “dénme - yansima” islemini de yine C4(2) = -x ddnme simetri ekseni ve
on(3) ayna simetri diizlemini kullanarak yapalim (Bkz. Sekil 43). bu islem ayrica 2, 3, 6
ve 7 késelerinin olusturdugu kiip yiizeyi tarafindan C4(2) simetri ekseninden tutup 90°
lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) donme islemine denktir. Bu islem “ #n* > simetri
operatori ile temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 45 (a) da ki ilk durumu, C4(2) donme
simetri ekseninden 90° lik propel donme islemi sonucunda Sekil 45 (b) deki duruma

gelmistir. Bu son duruma op(3) aynasindan yansima operatorii uygulandiktan sonra

Sekil 45 (c) deki durum elde
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2 7 g
T
—
3 6 4 3
3 3 6
() ()
-

—

n *

Sekil 45. n* simetri elemanmin etkisi gosterilmistir

Bu simetri islemi sonucunda “n*’ operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon

karsiligini yazabiliriz:

12345678
34567812

Ikinci “dénme - yansima” islemini C4(3) =y ve C4(4) = -y donme simetri ekseni

ve on(1)ayna simetri diizlemini kullanarak yapalim (Bkz. Sekil 46).

Laa
[}

4 1

Cold)=-v - " Cdd)=v
I
i) j 7

Sekil 46. op(1) diizlemine dik simetri ekseninden “ Donme- Yansima” islemi.

Ik islem basmagm; kiipiin 1, 2, 7 ve 8 kdselerinin olusturdugu kiip yiizeyinden
C4(3) = y simetri eksenini tutarak kiipi 90° proper (saat ydniiniin tersi yonde)
dondiirdiikten sonra on(1) ayna simetri diizleminden yansima islemi gergeklestirilmistir.
Bu islem “ p* ” simetri operasyonu ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 47 (a) da ki ilk

durumu, C4(3) donme simetri ekseninden 90° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde)
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donme islemi sonucunda Sekil 47 (b) deki duruma gelmistir. Bu son duruma op(1)
aynasindan yansima operasyonu uygulandiktan sonra Sekil 47 (c) deki durum elde

edilir.

3 2 6 7 7 6
4 1 3 5 2 4
i G Gy

6 7 5 g g

5 "/ ] 4 1 1 4
(2) (b) (c)
b S
_\-\_\_\-‘Yf/-'_
]] *

Sekil 47. p* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir
Bu simetri islemi sonucunda “p*’ operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon

karsiligini yazabiliriz:

p*=

12345678
54187236

Bir diger islem basamagini ise “donme - yansima” islemini de yine C4(4) = -y
donme simetri ekseni ve op(1)ayna simetri diizlemini kullanarak yapalim (Bkz. Sekil
46). Bu islem basmagimi su sekilde ifade edebiliriz. Kiipiin 3, 4, 5 ve 6 koselerinin
olusturdugu kiip yiizeyi tarafindan C4(4) simetri ekseninden tutup 90° lik propel donme
islemi, ardindan oy(1)ayna simetri diizleminden yansitma islemidir. Bu islem * o* ”
simetri operasyonu ile temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 48 (a) da ki ilk durumu, Cs(4)
dénme simetri ekseninden 90° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) dénme islemi

sonucunda Sekil 48 (b) deki duruma gelmistir. Bu son duruma op(l) aynasindan

yansima operasyonu uygulandiktan sonra Sekil 48 (c) deki durum elde edilir.
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F ]

%_
-
=

—

i) 7 3 V 2 3
5 V 3 6 7 7 6
(a) (b} (c)
L .

Sekil 48. o* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “0*” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligmni

yazabiliriz:

. (12345678
0:
36721854

Ugiincii “dénme - yansima” islemini C4(5) = z ve C4(6) = -z donme simetri

ekseni ve o,(2) ayna simetri diizlemini kullanarak yapalim (Bkz. Sekil 49 )

Ci3) =z
3 04 2
=
4 1
5 8
L
Ci6)=-z

Sekil 49. op(2) diizlemine dik simetri ekseninden “ Donme- Yansima” islemi.

Ik islemi “ddénme - yansima” islemini de yine C4(6) = - z dénme simetri ekseni
ve op(2) ayna simetri diizlemini kullanarak yapalim (Bkz. Sekil 49). Bu islem 5, 6, 7 ve
8 koselerinin olusturdugu kiip yiizeyi tarafindan C4(6) simetri ekseninden tutup 90° lik



65

proper (saat yoniiniin tersi yonde) donme islemi ardindan on(2) diizleminden yansitma
islemi yapilir. Bu iglem “ r* ” simetri operasyonu ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 51
(a) da ki ilk durumu, C4(6) donme simetri ekseninden 90° lik proper (saat yoniiniin
tersi yonde) donme islemi sonucunda Sekil 51 (b) deki duruma gelmistir. Bu son
duruma op(2) ayna diizleminden yansima operasyonu uygulandiktan sonra Sekil 51 (c)

deki durum elde edilir.

3 ¥ 3 8 ] 1 2
(a) (k) (e)

S !

Sekil 50. 7* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “r*” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini
yazabiliriz:

. (12345678
r:
58763214

Ikinci islemi ise kiipiin 1, 2, 3 ve 4 kdselerinin olusturdugu kiip yiizeyinden
C4(5) simetri eksenini tutarak kiipii 90° proper (saat yoniiniin tersi yonde) dondiirdiikten
sonra op(2) ayna simetri diizleminden yansima islemi gergeklestirilmistir. Bu islem * s*
” simetri operasyonu ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 50 (a) da ki ilk durumu, Cau(5)
donme simetri ekseninden 90° lik proper (saat yoniiniin tersi yonde) donme islemi
sonucunda Sekil 50 (b) deki duruma gelmistir. Bu son duruma on(2) aynasindan

yansima operasyonu uygulandiktan sonra Sekil 50 (c) deki durum elde edilir.
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(a) (k) (c)
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Sekil 51. s* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri islemi sonucunda “s*” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsiligini

yazabiliriz:

. (12345678
S =
76581432

9.1.10. Kiip icin capraz simetri diizleminden yansima simetri islemleri

Kiipiin 3, 4, 7 ve 8 koselerini birlestiren yansima simetri diizlemi “c4(3478)” ile

temsil edilmistir. “c4(3478)”  simetri diizleminde gergeklesen yansima simetri

* 9

operasyonu ise “t * 7 ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 52 (a) da ki ilk durumu, “¢*”

simetri islemi sonucunda Sekil 52 (b) deki gibi olur.

Lad
L=

(b)

Sekil 52. ¢* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.
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(138 -3
t

Bu simetri islemi sonucunda operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon

karsiligini yazabiliriz:

12345678
56341278

Kiipiin 1, 2, 5 ve 6 kdselerini birlestiren yansima simetri diizlemi “c4(1256)” ile
temsil edilmistir. “c4(1256)”  simetri diizleminde gerceklesen yansima simetri
G %9 TP L)

operasyonu ise “u *” ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 53 (a) da ki ilk durumu, “u

simetri islemi sonucunda Sekil 53 (b) deki gibi olur.

6 \
og(125 3 3 W M4

(a) (b)
Sekil 53. »* simetri elemanmin etkisi gosterilmistir.
Bu simetri islemi sonucunda “u*’ operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon
karsiligini yazabiliriz:

. (12345678
u:
12785634

Kiipiin 2, 3, 5 ve 8 koselerini birlestiren yansima simetri diizlemi “c4(2358)” ile
temsil edilmistir. “c4(2358)”  simetri diizleminde gerg¢eklesen yansima simetri
G K9 G K9

operasyonu ise “v *” ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 54 (a) da ki ilk durumu, “v

simetri islemi sonucunda Sekil 54 (b) deki gibi olur.
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Lad
[
Lad
[

()]
(=)

[a) (b)

Sekil 54 . v* simetri elemanmin etkisi gdsterilmistir.
Bu simetri islemi sonucunda “v*’ operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon

karsiligini yazabiliriz:

12345678
72365418

Kiipiin 1, 4, 6 ve 7 koselerini birlestiren yansima simetri diizlemi “c4(1467)” ile
temsil edilmistir. “c4(1467)”  simetri diizleminde gerg¢eklesen yansima simetri
113 * 9

operasyonu ise “w *” ile temsil edilmistir. Kiiplin Sekil 55 (a) da ki ilk durumu, “w

simetri islemi sonucunda Sekil 55 (b) deki gibi olur.

Lad
I

() (b

ekil 55. w* simetri elemanimin etkisi gosterilmistir.
g $

Bu simetri islemi sonucunda “w*’ operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon

karsiligin1 yazabiliriz:

. (12345678
w:
18543672
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Kiipiin 2, 4, 5 ve 7 koselerini birlestiren yansima simetri diizlemi “c4(2457)” ile
temsil edilmistir. “c4(2457)”  simetri diizleminde ger¢eklesen yansima simetri
TR 1)

operasyonu ise “y *” ile temsil edilmistir. Kiipiin Sekil 56 (a) da ki ilk durumu, *“y*”

simetri islemi sonucunda Sekil 56 (b) deki gibi olur.

Gal245T)

s
[
[
[

Lad

(]

LA
[ =]

(2) (k)

Sekil 56. y* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.

Bu simetri1 islemi sonucunda “y*” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon
karsiligini yazabiliriz:

. (12345678
Y 7132145876

Kiipiin 1, 3, 6 ve 8 koselerini birlestiren yansima simetri diizlemi “c4(1368)” ile
temsil edilmistir. “c4(1368)”  simetri diizleminde gergceklesen yansima simetri
G _% 9 113

operasyonu ise “z*” ile temsil edilmistir. Kiiptin Sekil 57 (a) da ki ilk durumu, “z *”

simetri islemi sonucunda Sekil 57 (b) deki gibi olur

cal( 1363}

N S :. i
5 3 [ SN )

(a) (b)

Sekil 57. z* simetri elemaninin etkisi gosterilmistir.
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Bu simetri islemi sonucunda “z*” operasyonunun asagidaki gibi, permiitasyon karsilgin1

yazabiliriz:

12345678
14327658

Yukarida agik sekilde yapilan simetri islemleri sonucunda elde edilen 48 simetri

elemanin tamami Cizelge 7 de verilmistir.
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Cizelge 7. Op Nokta Grubunun Simetri Elemanlar1 ve Matris Temsilleri

On Nokta Grubunun Op nokta grubunun Simetri Islemi
Simetri elemanlar ve simetri elemanlarinin
P(8) Karsihklan matris temsilleri
(12345678 1 00 Ozdeslik elemani (Sekil
" 12345678 e=[0 1 0 6)
0 1
12345678 0 0 1 Cs(1) Simetri ekseninden
~ 14587632 a=[1 0 0 120 “lik Proper (saat
yOniiniin tersi yonde)
0 1 dénme islemi(Sekil 7)
12345678 [0 -1 0 C3(2) Simetri ekseninden
~ (72185436 6=l 0 0 1 120°"Lik Proper ( saat
yOniiniin tersi yonde)
-1 0 0 dénme islemi(Sekil 8)
12345678 0 0 =1 C;(3) Simetri ekseninden
~ (76321458 c=[1 0 0 120" lik Proper ( saat
yOniiniin tersi yonde)
0 -1 0 donme islemi(Sekil 9)
12345678 0 -1 0 Cs(4) Simetri ekseninden
“ 136541872 =10 1 1%0"’11}< Prop'er ( saat
yOniiniin tersi yonde)
1 0 dénme islemi(Sekil 10)
12345678 010 Cs(5) Simetri ekseninden
=1 18723654 r=lo 0 1 1 20 11k Prop.er ( saat
Lo o yOniiniin tersi yonde)

donme islemi(Sekill1)




Cizelge 7’nin devamu.

(12345678
77132765814

12345678
54367218

(12345678
l:
58143276

(12345678
/71 56781234

(12345678
78563412

12345678
34127856

12345678
43658721

I
oS o =
- o O

Cs(6) Simetri ekseninden
120°°1ik Proper ( saat
yOniiniin tersi yonde)
donme islemi(Sekill2)

Cs(7) Simetri ekseninden
120°°1ik Proper ( saat
yOniiniin tersi yonde)
donme islemi(Sekil 13)

Cs(8) Simetri ekseninden
120°°1ik Proper ( saat
yoniiniin tersi yonde)
donme islemi(Sekil 14)

Cy(1) veya “+x” Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 15)

Cy(2) veya “+y” Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 16)

Cy(3) veya “+z” Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 17)

Cs4 (1) veya “+x” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
( saat yOniiniin tersi
yonde) donme
islemi(Sekil 18)




Cizelge 7’nin devamu.
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(12345678
87214365

12345678
0 =
81456327

(12345678
P 7 27634581

12345678
23418567

12345678
S =
41236785

12345678
65432187

t=

oS o =

- o O

-1
0
0

o O

S = O

0
-1

S = O

oS O

0

C4(2) veya “-x” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
(' saat yoniiniin tersi
yonde) donme
islemi(Sekil 19)

C4(3) veya “+y” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
(' saat yoniiniin tersi
yonde) donme
islemi(Sekil 20)

C4(4) veya “-y” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
( saat yOniiniin tersi
yonde) donme
islemi(Sekil 21)

C4(5) veya “+z” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
( saat yOniiniin tersi
yonde) donme
islemi(Sekil 22)

C4(6) veya “-z” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
(' saat yOniiniin tersi
yonde) donme
islemi(Sekil 23)

C} (1) Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 24)




Cizelge 7’nin devamu.
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12345678
u =
21876543

(12345678
63278145

12345678
w =
45812763

(12345678
Y71 85672341

12345678
67854123

12345678
65872143

<
I
S = O

0

z=|-1

-1
0
0

1

oS o =

-1
0

0
-1
0

S O =

o O

0
0
-1

0
0
-1

C} (2) Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 25)

C} (3) Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 26)

C} (4) Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 27)

C} (5) Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 28)

C} (6) Simetri
ekseninden 180°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 29)

Inversiyon islemi. (Sekil
31)




Cizelge 7’nin devamu.
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. (12345678
67234185

5o [12345678
45632781

. (12345678
C =
41856723

. (12345678
81276345

. (12345678
63458127

a*=

fr=

-1

0
-1

0

-1
0

-1
0

Inversiyon igleminin
ardindan C;(1) Simetri
ekseninden 120°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 32)

Inversiyon igleminin
ardindan C;(2) Simetri
ekseninden 120°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 33)

Inversiyon igleminin
ardindan C;(3) Simetri
ekseninden 120°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 34)

Inversiyon igleminin
ardindan C;(4) Simetri
ekseninden 120°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 35)

Inversiyon igleminin
ardindan C;(5) Simetri
ekseninden 120°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 36)




Cizelge 7’nin devamu.
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(12345678
9 7 85412367

oo (12345678
27814563

. (12345678
23678541

L (12345678
7"\ 43218765

. (12345678
87654321

. (12345678
21436587

. (12345678
78123456

f* =

oS O

S = O

S = O

==
-
| I— |

- o O

1

Inversiyon igleminin
ardindan C;(6) Simetri
ekseninden 120°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 37)

Inversiyon igleminin
ardindan C;(7) Simetri
ekseninden 120°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 38)

Inversiyon igleminin
ardindan C;(8) Simetri
ekseninden 120°’lik
Proper ( saat yoniiniin
tersi yonde) donme
islemi(Sekil 39)

on(1) simetri diizleminde
gerceklesen yansima
islemi. (Sekil 40)

on(2) simetri diizleminde
gergeklesen yansima
islemi. (Sekil 41)

on(3) simetri diizleminde
gerceklesen yansima
islemi. (Sekil 42)

Cy4 (1) veya “-x” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
( saat yOniiniin tersi
yonde) donme islemi
ardindan oy(3) simetri
diizleminde gerceklesen
yansima islemi (Sekil 44)




Cizelge 7’nin devamu.

77

. (12345678
34567812

. (12345678
36721854

. (12345678
P 1 54187236

. (12345678
58763214

. (12345678
76581432

-1 0 O
n=0 0 -1
0O 1 0
0O 0 -1
o*=10 -1 0
1 0 O
0 0 1
p¥= 0 -1 0
-1 0 O
0
r=|-1 0
0
0 -1 0
s¥=[1 0 O
0O 0 -1

C4 (2) veya “+x” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
(' saat yoniiniin tersi
yonde) donme islemi
ardindan oy(3) simetri
diizleminde gerceklesen
yansima islemi (Sekil 45)

C4 (3) veya “-y” Simetri
ekseninden 90°’lik Proper
( saat yOniiniin tersi
yonde) donme islemi
ardindan oy(1) simetri
diizleminde gerceklesen
yansima islemi (Sekil 47)

C4 (4) veya “+y” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
( saat yOniiniin tersi
yonde) donme islemi
ardindan oy(1) simetri
diizleminde gerceklesen
yansima islemi (Sekil 48)

C4 (5) veya “-z” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
(' saat yoniiniin tersi
yonde) donme isleminin
ardindan ox(2) simetri
diizleminde gerceklesen
yansima islemi (Sekil 50)

C4 (6) veya “+z” Simetri
ekseninden 90’lik Proper
( saat yOniiniin tersi
yonde) donme isleminin
ardindan ox(2) simetri
diizleminde gerceklesen
yansima islemi(Sekil 51)




78

Cizelge 7’nin devamu.

. 12345678 1 0 0 “04(3478)” simetri
£ = 56341278 oo 0 -1 dﬁzlemin'de ge'r(;ekl@en
yansima iglemi(Sekil 52)
0 -1 0
. [12345678 1 00 “04(1256)” simetri
= 12785634 S=10 0 1 dﬁzlemin'de ge'r(;ekl@en
yansima islemi(Sekil 53)
0 0
(12345678 0 0 -1 “04(2358)” simetri
172365418 ot = 1 0 dﬁzlemin'de ge'r(;ekl@en
yansima iglemi(Sekil 54)
-1 0 O
. [12345678 0 0 1 “c4(1467)” simetri
118543672 W =10 1 0 dﬁzlemin'de ge'r(;ekl@en
yansima islemi(Sekil 55)
1 00
. (12345678] 0 -1 0 “64(2457)” simetri
Yy = diizleminde gerceklesen
32145876 L
Y bo yansima islemi(Sekil 56)
0 0 1
L (12345678 01 0 “04(1368)” simetri
£ = 14327658 =11 0 0 dﬁzlemin'de ge'r(;ekl@en
0 0 1 yansima islemi(Sekil 57)

9.2. O, Nokta Grubunun Simetri Elemanlarinin Matris Temsilleri

Op Nokta grubunun simetri elemanlarnin matris temsillerini bulmadan once

isimize yarayacak olan matris kavramini hatirlayalim.

9.2.1. Matris
“m” tane satir ve “n” tane siitun olusturacak bi¢cimde dizilmis “m x n” tane
saymin olusturdugu tabloya bir “m X n” matris denir. Bir “m % n” matris A genellikle

asagidaki gibi gosterilir.
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a;; dp a,
a, a4y a,,

A=
_aml am2 amn

Tablosuna mx n tipindeki A matrisi denir. Kisaca:

A:|.aijJ

mxn

seklinde gosterilir. Burada “aj”’, A matrisinin i’ inci satir j’ inci siitunun kesismesidir.
Tablodaki yatay siralara matrisin satirlari, diisey siralara da matrisin siitunlar1 denir. A

matrisi m tane satir ve n tane siitundan olusan “m>n” tipinde bir matristir.
9.2.2. Kare matris

a]] a]2 a]3
A=la, ay ay
a; 4y a4y
Satir ve siitun sayis1 esit olan matrise kare matris denir. A matrisi 3 satirl ve 3

sutunlu bir kare matristir.
9.2.3. Birim matris

Biitiin késegen elemanlar1 1 ve diger biitlin elemanlar1 sifir olan kare matrislere

birim matris denir ve birim matris I harfi ile gdsterilir.

—
Il

oS O =

oS = O

- o O
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9.2.4. Matrislerin carpim

Iki matrisin ¢arpilabilmesi igin birinci matrisin siitun sayismnin ikinci matrisin
satir sayisma esit olmast gerekir. A ve B iki matris olmak tlizere A’nin 1. Satir
elemanlar1 B’ nin 1. siitun elemanlar1 ile ¢arpilip toplanir. Bu ¢arpim A matrisinin biitiin
satirlar1 B matrisinin biitiin siitunlar1 ile ¢arpilip yeni matris elde edilinceye kadar devam

eder.

as;; dyp  dy bs,
a, da, dg by, ¢ ¢
A.B=|a, ay, ay|.|by|=|c, | =Colacagindan C=|c,,
as;; dyp  dy bs, C3 C3

sonucuna ulagilir. Bu matrisleri denklem olarak acarsak

an.bu+an.by+ diz. b31 =G
Ay . by +ay.by+ ds3. b31 = Cy

as . by + a3 . by +a33. b3y = ¢3; sonuclar elde edilir.

9.2.5. Oy Nokta grubunun simetri elemanlarinin matris temsilleri

Varsayalim ki kiipiin kenar uzunluklar1 1 birimdir. Bu kiipii, (X, y, z ) koordinat

ekseninde gostermek istersek. Kiiplin kdse koordinatlar1 £1/2 degerlerini alir. Bu ifade

gorsel olarak Sekil 58 te gosterilmistir.
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2,12,-11)

. 12,-1/2)

™

Sekil 58. Kiipiin kdse koordinatlarinin gosterimi

Daha oOnceden bahis ettigimiz matris carpimi denklemlerini ve Op nokta
grubunun simetri elemanlarinin permiitasyon gosterimlerini kullanarak, Oy nokta
grubunun matris temsillerini gosterebiliriz.

Ik olarak “¢” simetri elemanmm matris temsilini gdsterelim. ¢’ nin permiitasyon
gosteriminin

12345678
=
12345678

oldugunu biliyoruz. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ve 8 koselerini sekil kullanarak bir siitun matris

formunda yazabiliriz.

1/2 -1/2 -1/2 1/2
I=11/2 2=|1/2 3=|-1/2 4=|-1/2
1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 -1/2 -1/2 1/2
5=|-1/2 6=|-1/2 7=11/2 8= 1/2

-1/2 -1/2 -1/2 -1/2
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ve islemde kullanacagimiz matris asagidaki 3x3 liikk bir A matrisi olsun.

[{P4)

Bu bilgiler 1s181nda kiipiin 1 kdsesinin “¢” simetri eleman1 sonucunda tekrar 1 kosesi
oldugunu kolayca anlariz. Yani A matrisin, 1 kdsesinin koordinat matrisiyle ¢arpimi
yine 1 kosesinin koordinat matrisine esit olacaktir. Bu bilgiler 1s1g¢inda asagidaki
denklemler yazilabilir.
a, a, a; 1/2 1/2
Axl=la, a, ay|x |1/2|=|1/2|=1
a, Qi Qs 1/2 1/2

a, + a, Ta;=1lo........ 1(a)
a, +ta, tas=1l.............. 1(b)
a, +ta, taz=1l............ I(c)

A matrisin, 2 kosesinin koordinat matrisiyle c¢arpimi yine 2 kosesinin koordinat

matrisine esit olacaktir. Bu bilgiler 1s181nda asagidaki denklemler yazilabilir.

a, a, a; -1/2 -1/2
Ax2=la, ay, ay|x|1/2|=]1/2|=2

a, Qay, Qs 1/2 1/2

-ay toa, ta;=-la 2(a)

-ay, ta, tay=l.............. 2(b)
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A matrisin, 3 kosesinin koordinat matrisiyle c¢arpimi yine 3 kosesinin koordinat

matrisine esit olacaktir. Bu bilgiler 151ginda asagidaki denklemler yazilabilir.

a, a, a; -1/2 -1/2
Ax3=la, ay, a,|x|-1/2|=|-1/2|=3
a, ay, Qs 1/2 1/2
-ay, - ap tag =-lo 3(a)
- Ay - A, tay=-lo 3(b)
-ay, -a, taz=lo 3(c)

I(a) ve 3(a) denklemlerini kendi aralarinda, 1(b) ve 3(b) denklemlerini kendi

aralarinda, 1(c) ve 3(c) denklemlerini de kendi aralarinda, taraf tarafa toplayabiliriz.

a, + a, ta;=1 a, ta, tap=1 a; tay, tau=1
-a, - ay ta;=-1 -y - Ay tap=-1 - ay - ay, tag=1
2a,=0 1ise a, =0 2 ay, =0ise a,;, =0 2ay,; =21se ay; =1

I(a) ve 2(a) denklemlerini kendi aralarinda, 1(b) ve 2(b) denklemlerini kendi
aralarinda, 1(c) ve 3(c) denklemlerini de kendi aralarinda, taraf tarafa toplayip, yukarida

elde ettigimiz sonuglar1 asagida yerine koyabiliriz.

a, + a, ta;=1 a, ta, ta,=1 a; ta;, taz=1
-a, toa, ta,=-1 -ay ta, tay=1 -ay ta, taz=1
2a, +2a,=0 2a,,t2a,, =2 2a,+2ay; =2

2a,t0=01se a,=0 2a,+0=21se a,,= 1 2a,, +2=21ise a;,, =0

Elde ettigimiz bu sonuglar1 1(a), 1(b) ve 1(c) denklemlerinde yerine koyarsak:
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a,+ a, ta;=1lise a, +0+0=1ve q, =1
ay +a, ta,=1lise &y +1+0=1ve a,;=0

a, ta, tasz=1lisea;; +0+1=1ve a; =0

cc 9

Bu veriler kullanilarak “¢” simetri elemaniin matris temsilini asagidaki gibi yazabiliriz.

1 00
e=]0 1 O
0 0 1

ayni1 iglemleri bir de rast gele secilen “c” simetri elemaninin matris temsilini bulmak

icin kullanalim, ¢’ nin permiitasyon gdsteriminin;

12345678
76321458

ve islemde kullanacagimiz matrisin asagidaki 3x3 liik bir A matrisi oldugunu biliyoruz.

[YP=2]

Bu bilgiler 151ginda kiiplin 1 kdsesinin “c” simetri eleman1 sonucunda 7 kosesi ile yer
degistirdigini kolayca anlariz. Yani A matrisin, 1 kosesinin koordinat matrisiyle
carpimi, 7 kosesinin koordinat matrisine esit olacaktir. Bu bilgiler 15181inda asagidaki

denklemler yazilabilir.

a, a, a; 1/2 -1/2
Axl=la, ay, ay|x |1/2|=]1/2 =7
as, Qay, Qs 1/2 -1/2
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a, + a, Ta;=-lo....... 1(a)
a, +tay, tas=1l............. 1(b)
a, ta, taz=-l.............. I(c)

A matrisin, 2 kdsesinin koordinat matrisiyle ¢arpimi da 6 kosesinin koordinat matrisine

esit olacaktir. Bu bilgiler 1s181nda asagidaki denklemler yazilabilir.

a, a, a; -1/2 -1/2
Ax2=la, ay, ay|x|1/2 |=|-1/2|=6
as, Qay, Qs 1/2 -1/2
-ay toa, ta;=-la 2(a)
-ay ta, tay=-l............ 2(b)
-ay, ta, tap=-lo 2(c)

A matrisin, 3 kosesinin koordinat matrisiyle ¢arpimi da yine 3 kodsesinin koordinat

matrisine esit olacaktir. Bu bilgiler 1s181nda asagidaki denklemler yazilabilir.

a, a, a; -1/2 -1/2
Ax3=la, ay, ay|x|-1/2|=|-1/2|=3
a, Qay, Qs 1/2 1/2
-ay, - ap tag =-lo 3(a)
- Ay - A, tay=-lo 3(b)
-ay, -a, tag=lo 3(c)

I(a) ve 3(a) denklemlerini kendi aralarinda, 1(b) ve 3(b) denklemlerini kendi

aralarinda, 1(c) ve 3(c) denklemlerini de kendi aralarinda, taraf tarafa toplayabiliriz.
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a, + a, ta;=-1 a, ta, tap=1 a; tay, tay=-1
-a, - ay ta;=-1 -y - Ay tap=-1 - ay - ay, tag=1
2a,=-2 ise a;; =-1 2 ay, =0ise a,;, =0 2ay; =0ise a;; =0

I(a) ve 2(a) denklemlerini kendi aralarinda, 1(b) ve 2(b) denklemlerini kendi
aralarinda, 1(c) ve 3(c) denklemlerini de kendi aralarinda, taraf tarafa toplayip, yukarida

elde ettigimiz sonuglar1 asagida yerine koyabiliriz.

a, + a, ta,;=-1 a, ta, tap=1 a; tay, tay=-1
-a, toa, tas=-1 -ay ta, tay=-1 -ay ta, tag=-1
2a, *2a, =-2 2a,,t2a,, =0 2a,+t2a,, =-2
2a,+2(-1)=-21se a,=0 2a,+0=01ise a,,=0 2a, +0=-21se a;, =-1

Elde ettigimiz bu sonuglar1 1(a), 1(b) ve 1(c) denklemlerinde yerine koyarsak:

a, + a, ta,=-lise a, +0-1=-1vea, =0
ay ta, ta,=1ise &y H0+0=1ve a,=1

a, ta, taz=1lisea,; +0-1=1vea, =0

(Y21

Bu veriler kullanilarak “c” simetri elemanimin matris temsilini asagidaki gibi yazabiliriz.

0 0 -1
c=|1 0 O
0 -1 0

Bu islem basmaklarii, Oy nokta grubunun 48 simetri elemanlariin tamamina
uygulayabiliriz. Boylece O, nokta grubun 48 simetri elemanin tamaminin matris
temsilleri bulunmus olur. Oy nokta grubunun simetri elemanlarmin matris temsillerinin

tamami Cizelge 7 de gosterilmistir.
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Buldugumuz matrislerin dogrulugunu yine matris carpimi kullanarak test

(Y921

edebiliriz. Ornegin “c” matrisinin dogruluguna bakalim. “¢” permiitasyonu géz dniine

[YP2]

alindiginda “4” kosesinin koordinat matrisinin “c” matrisiyle ¢arpimi sonucunda, “2”

kosesinin koordinat matrisi elde edildigini kolayca gormemiz miimkiindiir.

0 0 -1 1/2 )
cx4=|1 0 0 |x|=1/2|=]c, | ise
0 -1 0 1/2 Cy

¢ = (1/2x0) + (-1/2x0) + (1/2x-1)=0+0—1/2 =-1/2
o1 = (1/2x1) + (-1/2x0) + (1/2x0) = 1/2+ 0 +0 =1/2
ci1 = (1/2x0) + (-1/2x-1) + (12x0) = 0+ 12+ 0 = 1/2

c -1/2
yani cx4=|c, | =| 1/2 | =2 sonucuna ulasilir.
Cy 1/2

9.3. Permiitasyon Islemleri ve O, Nokta Grubunun Carpim Tablosu

Bulgular kisminin basinda 48 elemanli Oy nokta grubunun P(8) permiitasyon
grubunun bir alt grubu ile izomorfik oldugundan bahsedilmisti. Bu bilgi yardimiyla
simetri elemanlarinin Cizelge 7 deki permiitasyon temsilleri ve ya Oy nokta grubunun
matris temsillerini kullanarak toplamda 48 X 48 = 2304 adet permiitasyon ¢arpimi
veya matris ¢arpimi iglemleri yapilabilir. Bu islemler yardimiyla Oy nokta grubuna ait

Carpim Tablosu olusturulabilir.

Abelian gruplarda permiitasyon ¢arpimi ve matris ¢arpimi islemleri bir birine
esit sonuclar verir. Ancak abelian olmayan gruplarda permiitasyon ¢arpimi islemleriyle
matris ¢arpimi islemlerinin sonuglarindaki farkliliklara dikkat edilmelidir. Bu farklilig
ortadan kaldirmak i¢in ; abelian olmayan gruplar da permiitasyon ¢arpim islemleri sanki

abelian bir grupta yapiliyormus gibi ¢oziilmelidir. Yani: a ¢ g = g * a seklinde
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coziilmelidir. Genellikle permiitasyon carpimi islemlerinde denklemi sagdan sola
¢ozmek bu sorunu ortadan kaldiracaktir. Permiitasyon isleminin islem basamagi

asagidaki gibi ifade edilebilir.

[
[
Laa

=hyani (a®g=~h)

Bu islem basamagi su sekilde yorumlanir. “a e g” nin yukarida yazilan permiitasyon

 _»

ifadesinin sagindan baslanarak sola dogru islem yapilir. Yani isleme “g” nin birinci satir
sekizinci siitunundan baslanarak yine “4” nin birinci satir birinci siitununa kadar devam
edilir.

“g” nin birinci satir, sekizinci siitundaki 8 rakami 4 rakamina karsilik gelmistir. Ayni
sekil de “a” nm birinci satir, dordiincii slitundaki 4 rakami da 8 rakamina karsilik

(Y321

gelmistir. Bu islemleri toparlarsak “g” nin birinci satir sekizinci siitundaki 8 rakami, “a”
nin ikinci satir dordiincii stitunundaki 8 rakamma karsilik geldigini kolayca goriiriiz. g”
nin birinci satir, yedinci slitundaki 7 rakami 1 rakamina karsilik gelmistir. Ayn1 sekil de
‘@’ nin birinci satir, birinci slitundaki 1 rakami da yine 1 rakamina karsilik gelmistir. Bu
islemleri toparlarsak “4” nin birinci satir yedinci siitundaki 7 rakaminin, “4” nmn ikinci
satir birinci siitunundaki 1 rakamma karsilik geldigini kolayca goriiriiz. Bu islemler
biitlin permiitasyon elemanlarina uygulanarak yeni bir simetri elemani elde edilir.

Bu bilgiler 1s1ginda permiitasyon islemler araciligiyla, Oj nokta grubunun
Carpim tablosu olusturulabilir (Bkz. Cizelge 8). Bunun i¢in 2304 adet permiitasyon

islemi yapilir. Ornek olmasi amaciyla “a” simetri elemanmin diger simetri elemanlariyla
Y y

girdigi permiitasyon islemleri asagida verilmistir.
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12345678 12345678 12345678
o = =a
14587632 12345678 14587632

(12345678] (12345678
aeaq-= °

(12345678
14587632 ) | 14587632)

] 18723654
; (12345678] (12345678]
(1. = [ ]

(12345678 ,
14587632) 72185436 )

34127856

(12345678] (12345678 (12345678]
dgec= . = =d

14587632 76321458] 36541872
. 12345678 (12345678 (12345678
“* 7 14587632 ) " 36541872 ) | 56781234 ) 7
(12345678 (12345678 (12345678
asf= 14587632 ) | 18723654 | 12345678
f

(12345678] (12345678]
a.g: [ ]

14587632 32765814 54367218

gty
v
|

p (12345678] (12345678]
(1. = [ ]

12345678 ‘
14587632 ) |54367218

78563412

14587632 58143276

(12345678 (12345678
- 72185436

(12345678

=6
=c

|
e

14587632 56781234 76321458

, (12345678] (12345678]
a.]= [ ]

. 12345678 (12345678 (12345678
“* R 14587632 ) T 78563412 ) " | 32765814 ) 7
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[ (12345678] (12345678]
(1.

12345678
14587632 34127856

58143276 )

aems=

14587632 43658721) (85672341

~ 14587632 87214365 23418567 )

(12345678] (12345678] (12345678]
° =)
(12345678] (12345678] (

12345678]

(12345678
°“| 14587632

12345678
(1. = [ ]
P\ 14587632

12345678 (12345678
81456327 ) (21876543 )

(12345678] (12345678]
=m

27634581) (43658721

(12345678 (12345678 (12345678
14587632 ) "\ 23418567 ) | 45812763 )
(12345678 (12345678 (12345678
114587632 ) (41236785 ) (81456327 )
12345678 (12345678 (12345678
.t: [ =
14587632 ) | 65432187 ) | 67854123
(12345678 (12345678 (12345678
“7114587632 ) "1 21876543 ) | 41236785 )
(12345678 (12345678 (12345678
“7114587632 ) | 63278145 ) | 65432187 )
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(12345678 12345678 ) (12345678
“res 14587632 45812763 ) | 87214365

12345678) (12345678 _ (12345678
a. = =
Y7 14587632 ) | 85672341) " | 27634581 7

(12345678 12345678 | (12345678
(14587632 67854123 ) | 63278145

. 12345678 (12345678 (12345678
114587632 ) 65872143 ) | 67234185

 [(12345678) (12343678 (12345678)
“° 9 " 14587632 ) T\ 67234185 ) | 63458127 )

) 12345678] (12345678] (12345678] o

(14587632 45632781) (87654321

(12345678 12345678 ) (12345678 R
114587632 41856723 ) | 81276345
] [*

(12345678) (12345678 (12345678
114587632

aed*
( 81276345
(12345678] (12345678] (12345678]
asf . I

(21436587

14587632 63458127 ) (65872143

. (12345678 12345678 ) (12345678 PR
a e = o
g 14587632 85412367 27814563

P 12345678 12345678 ) (12345678 |
(14587632 27814563 ) | 43218765 K
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. (12345678) (1234678 | (12345678 e
“°7 7 14587632 ) T\ 23678541 | 45632781)

. [12345678 12345678 12345678
a e = L] =
/ 14587632 43218765 85412367 g

1

o 12345678 (12345678 (12345678
“R T 14587632 ) T\ 87654321 ) | 23678541

e 12345678 12345678 ) (12345678
e 14587632 21436587 ) | 41856723 ‘

*
*

. (12345678) (12345678 (12345678

“0 T 14587632 ) | 78123456 ) | 32145876 ) °
. (12345678 (12345678 (12345678

[ ] = [ ] = r
“0 14587632 ) T\ 34567812 ) | 58763214
12345678\ (12345678 (12345678

.*: ) = t
“°% 7 14587632 ) "1 36721854 ) | 56341278

*
*
24
*
*
*

_ (12345678 (12345678 (12345678
P 14587632 ) | 54187236 ) | 78123456 )
. (12345678 (12345678 (12345678
0T 14587632 ) "\ 58763214 ) | 72365418 )
_ (12345678 (12345678 (12345678
“* 14587632 ) “| 76581432 ) T\ 36721854 ) °
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. (12345678) (12345678 (12345678
114587632 ) (56341278 ) | 76581432

. (12345678) (12345678 (12345678)
114587632 (12785634 ) 14327658 )

. (12345678) (12345678 (12345678
114587632 ) 72365418 ) | 34567812 )

. (12345678) (12345678 (12345678)
“0" 7 14587632 ) Tl 18543672 ) (12785634 )

14587632 32145876

1

1
A )
1

12345678
54187236 ©

12345678] .
=w

12345678 12345678
18543672

114587632 14327658

ikinci yontem olan matris ¢arpimina ornek olarak:

matris ¢arpimi gosterilebilir. Goriildigi tizere a ve g simetri elemanlarimin matris temsilleri
carpimi h simetri elemanmin matris temsilini verir. Bu ikili matris ¢arpimu islemleri 48

simetri elemani i¢in tekrar tekrar yapilirsa sonug olarak tekrar Cizelge 8. deki Oy nokta grubun

carpim tablosu bulunmus olur.
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Cizelge 8. O, Nokta Grubunun Carpim Tablosu
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Cizelge 8’in devamu.
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Cizelge 8’in devamu.
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9.3.1 Oy, nokta grubu i¢in grup aksiyomlari

Cizelge 8’1 kullanarak Oy nokta grubunun asagidaki aksiyomlar1 saglayip

saglamadigini inceleyebiliriz.
9.3.1.1. Oy, nokta grubu i¢in kapalilik aksiyomu
fert=n*ve n € X
z¥e R =yve yE X
o*em=h"ve i*E X
On nokta grubu kapalilik 6zelligini saglar.

9.3.1.2. Oy, nokta grubu icin birlesme aksiyomu

Lo ([ e6*) = (d o) 6

as(yes)=(asy)es
ao&zpos d*od:foﬁ*
g=9 =i

On nokta grubu birlesme 6zelligini saglar.
9.3.1.3. O, nokta grubu i¢in birim eleman aksiyomu

“_»

e
On nokta grubu birim eleman 6zelligini saglar.

9.3.1.4. Oy, nokta grubu icin ters eleman

el=e al=f bl=g cl=h d'=i fl=a gl=b
Ri=k = m'=n nl=m ol=p pl=o
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ri=s sl=r ti=t wl=u wvi=v wl=w yl=y zl=z
I1=7 a *1 :ffr f*1 :g* o= f* 1 =" ffr_j =a* g*_I =6* [ =%
7l = > ]'*_1 =]’$‘r &*_1 — k:‘r [l =% g%l =p* nl=m* o™l :p* pvtq =o*

B I L B B s DTk ¥ =g * @l = ¥ y-rq =y~k P

Bu 4 aksiyomu (kapalilik, birlesme, birim eleman, ters eleman) sagladigi i¢in Oy,

bir simetri grubudur.

9.3.1.5. O, nokta grubu i¢in degisme ozelligi

aez =ze%g m* e w* =qw*e m*

vEL c #b
oldugundan degisme 6zelligini saglamadigi icin Oy nokta grubu Abelian grup degildir.

9.4. O, Nokta Grubunun Siniflarn

On=(ea bcdfghijklmnoprnstuvwyzla*b"cd, [
g*) ﬁ*, i*,j*, '{*) [*) m*) n*) 0*} p,*f*, S*, t*, u*} ’V*, y*) Z*]
Seti goz Oniine alindiginda ve 7.13 teki bilgiler araciligi ile Oy nokta grubunun
siniflarmi bulabiliriz. Ornek olmasi admna “4” simetri elemaninin eslenikleri

bulunmustur.

eea eel=¢ ®g e¢=q ®e=g
a®aeal=ag eaef=f of=qa
beaebl=0bbea eg =k °eg=i
ceaecl=ceaeh=06*h=i
deaedl=d eaq ei=[ei=¢
feaefl=feaea=¢ oa=a
geaeogli=geaeb=d *b=c
heaehl=feaec=jec=g4
ieageifl=jeged =h eod=4
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joaeji=jeanj=icj=g

£e K/ =foasf=c *k=i
[eael[l=[eg eg =g e[=¢
meaeml=megen=wen=d
neaenl=negem=0 em=~h
oeaeol=0%a ep=yep=f
peaepl=p eaco=reo=56
reageri=r eg es =y es5=4
seaesl=g50g ey =m or=(4
teageti=t e g et=y et=f
ueaeou'=y ®qageu=poeyu=5H
vegeyl=pegey =z ep=f
weaewl=w egew=s ew=4d
yeaey'=y caey=n *y=h
zeaezgl=zeq ez =t ez=f
Ieae[l=] ege]=g* ¢[=g
Q*eaq ea*i=a* eq o ff =f efi=g
G eaeb =6 eq ogh =% egh=i
cFegectl=c* eg efF=p*ef¥=4
d*eae =4 g e* =f* e *=¢
freaefl=freg eg* =] eg¥=g
grea egtl=g% ea e b =d* "=
h*ea e fi*I =h* eqg ec* =[* e¥=¢4
iFegeiFl=1g"eg e =¥ e =4
Fea ejtI=F ege gt et
R ea oK™ =F* eaq o k¥ =g* o f¥=¢
[Fege[ 1= [*ege[* =7 e[* =¢4

m* egem l=m* eg ep* =¢* ep*=(4

* *

n*eqgen™ =n*eqgem* =" em*=h
0¥ e g e ol =p% eg op*zy* op*zﬁ
p*oaop*-lzp*oa e ¥ =¥ eo¥=§

rPegertl=yr"e gest =t* eg¥=4
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s¥eg egtl=5* eg erF=p* ep*=(

tregettl=t* eget* =p* et*=4

u*eqgey =y eqg ey* =y ey*=f

v¥eqg el =" eg eyt =3 eyF=(

wreg ewrl=w* eg eq* =z* eqF=f

y*.a .y-rq :y* oy .y*:n* .y*:ﬁ

g¥eg eg¥l=z" egez¥ =y* eg¥=f
islemler sonucunda ‘g, 6, ¢, 4, f, g, h, i” simetri elemanlarinin “z” simetri elemaninin
eslenikleri oldugu goriilmektedir. “a” simetri elemanin eslenigi olan “q, 6, ¢, d, f, g, h, i”

simetri elemanlarinin olusturdugu sete de Oy, nokta grubunun bir siifi denir.

Yukaridaki iglemler X setinin biitiin elemanlarina tek tek uygulansa yani Oy
nokta grubunun 48 elemaninin her birinin ayr1 ayr1 eslenikleri bulundugunda, Oy, nokta
grubunun 10 tane smifi oldugu goriliir. O nokta grubunun bu siniflar1 asagidaki

Cizelge 9. da verilmistir.

Cizelge 9. O Nokta Grubunun Smiflar1

{e} {1}

(RG] (RS 055 )

[m) n, o, P; 1 S] [m*) n*) 0*) P*; 7’*, S*]
([t uvw,y, zf {t% u¥, v%, w* y¥, 2%

[(1 6) (%) d;f;g) ﬁ) 1] [(1*, 6*) C*) d*)f*) g*) ﬁ*) i*]
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9.5. On Nokta Grubunun Mertebesi ve O, Nokta Grubunun Alt Gruplan

On={(eabcdfghijkltmnoprnstuvwyzla*bscd,fg"h,
% 7% RS 5, m*, 0¥, 0%, pF ¥, % 1%, ut, 0%, y% 2} seti g0z Oniine alindigida ve 7.11. deki
bilgiler 1s181nda Oy nokta grubun mertebesi ve Abelian Alt gruplarini bulabiliriz.
Op nokta grubunun mertebesi = s (O, ) = 48 sonucuna ulasilir. O, nokta grubunun tiim
mertebesi ise Oy, setinin her bir elemanin mertebelerinin toplamidir. Anlasilacagi iizere
X setinin toplam mertebesinin bulunmasi i¢in, Oy setini olusturan elemanlarm her birinin
mertebesinin ayri ayr1 bulunmasi gerekir. Bu islem sonucunda bulunan rakamsal degere
o set elemaninin mertebesi denir. Asagidaki islemlerde Oy, setinin her bir elemaninin

mertebesi bulunmustur (Bkz. Cizelge 10). Bununla birlikte Oy, nokta grubunun Abelian

alt grubu (A. A. G.) da bulunmustur. (Bkz. Cizelge 11)

o e' = ¢ oldugundan ¢’ nin mertebesi 1 dir.
A.A.G. = {e} dir.

o @ =ae ae® a=ae*f=eoldugundan a’nin mertebesi 3, periyodu 2dir.
A AG.={¢aq f} dir

. 6> =06 beb=06 *g=eoldugundan b’ nin mertebesi 3 tiir, pertyodu 2 dir
AA.G. = {e b, 4} dir.

o ¢ =ce cec=c *f =¢oldugundan ¢’ nin mertebesi 3 tiir, periyodu 2 dir.
AA.G. = e ¢ h}dir.

o d®=d «+ de d = d*i = e oldugundan d’ nin mertebesi 3 tiir, periyodu 2 dir.
A.A.G. = {e i d} dir.

o f?=fefef= fe g=c oldugundan f'nin mertebesi 3 tiir, periyodu 2 dir.
AA.G. = {e g fidir.

o g’ =ge g+ g=ge+b=ecoldugundan g’nin mertebesi 3 tiir, periyodu 2 dir.
AA.G. = {e b g4} dir.

o h®=h+h *h=h c = ¢ oldugundan h’ nin mertebesi 3 tiir, periyodu 2 dir.
A.A.G. = {e ¢ h} dir.

3

o 1" =1¢1°1=1+d = e oldugundan 1’nin mertebesi 3 tiir, periyodu 2 dir
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A.A.G. = {e 4, i} dir.

e  j*=jsj = e oldugundan j’ nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
AA.G. = {ej} dir.

o k? = kek = e oldugundan k’nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.

A.A.G. = {e K} dir.

o £ =[ e [=¢oldugundan [’ nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
A.A.G. = {e [} dir.

o m! =mememem =memej=men =eoldugundan m’ nin mertebesi 4, periyodu 3 tiir.
AA.G. = {e n,j m} dir.

o n' =nenenen =nenej=nem=eoldugundan n’ nin mertebesi 4, periyodu 3 tiir.

A.A.G. = {e m, j n} dir.

o o' =0%0%0%0=0%0°k =0*p =¢oldugundan o’ nun mertebesi 4, periyodu 3 tiir.
A A.G.={e p k, o} dir.

o p'=pepepep=pepek=peo=-eoldugundan p’nin mertebesi 4, periyodu 3 tiir.
A A.G.={e 0k p} dir.

o r =rererer=rere[=res=¢oldugundan r’ nin mertebesi 4, periyodu 3 tiir.
AA.G.={e s [ 1} dir.

o s* = gegeses = sesel =ser = ¢ oldugundan s’ nin mertebesi 4, periyodu 3 tir.
AA.G. = {e [ s} dir.

. t* = tot = e oldugundan t’ nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
A.A.G. = {e, ¢t} dir.

. u’ = ueu = ¢ oldugundan u’ nun mertebesi2, periyodu 1 dir.
A.A.G. = {e u} dir.

. v = vev = ¢ oldugundan v’ nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
AA.G. = {¢ v} dir.

. w” = wew = ¢ oldugundan w’ nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.

AAG. = {e w} dir.

o y* = yoy = e oldugundan y’ nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
A.A.G. = {e, y} dir.

o 7’ = zoz = ¢ oldugundan z’ nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
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A.A.G. = {e, z} dir.
o I> = I+ = ¢ oldugundan I’ nin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
A A.G.={e, 1} dir.
J a*t=g*eg¥egtegtegregt=g*egregregref = g¥eg*e g e[ = g%eg%e
a = a *¢f*= e oldugundan a* ’ niin mertebesi 6, periyodu 5 tir.
AAG. ={ef"alf a*}
J b* 6 =b*ep*ep e eh ep* = e ep e eg =T ep ef e = h*efTep = es  =¢
oldugundan b*’ niin mertebesi 6, periyodu 5 tir.
AAG. ={eg"b1g 6"} dir.
o 56 = Fectectecte ket = Fecte ke el = Kokt el = FecKer = Fofit=p
oldugundan c* ’ niin mertebesi 6, periyodu 5 tir.
AAG.={eh*c I hc*}di.
J do=dFeFof oo o = of oo 0] =F o e o] = of ol =" i =¢
oldugundan d*’ niin mertebesi 6, periyodu 5 tir.
AAG. ={ei"d Iid} di.
o FO=frefreftaftefreft = Faffaf aft e = fafrefel=frefraf=freg¥=p
oldugundan f*’ niin mertebesi 6, periyodu 5 tir.
AAG. ={e¢ a* f1Ia f}dir.
° g* 6 _ g*.g*og*og*og*og* = g*.g*og*og*ob = g*og*.g*.I = g*.g*.g = g*.b* =e
oldugundan g*’ niin mertebesi 6, periyodu 5 tir.
AAG. ={e¢b%g10bg"} dir.
J R* 6 =h*ep*efi*ef* e ofj* = f*ofi*ef*ef* o = of*ef* o] =0 ofy = fFoc* =¢
oldugundan h*’ niin mertebesi 6, periyodu 5 tir.
AAG. ={ec"hIch*} dir.
o (FO=7 e ejM e e e  =jF e e e 0 =10 0j 0] =* e e =" o " =¢0ldugundan
1* ’ niin mertebesi 6, periyodu 5 tir.
AAG.=[ed* i I 4} dir.
o j*¥%= j¥*7*= e oldugundan j* ’ niin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
AAG.={e,j*} dir.

o K*?2 =k*ek* = e oldugundan k* ’ niin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
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A A.G.={¢g K"} dir.
o [*2 = [*e[* = ¢ oldugundan 1* ’ niin mertebesi 2, periyodu 1 dir
AA.G.={¢ [} dir.
. m* 4 =m*em* em* em* =m* em* ¢j =m* en* = ¢ oldugundan m*’ niin mertebesi 4,
periyodu 3 tiir.
AAG. = (e n* jm*)dir.
. n* 4 =n*en*en*en* =p*en*ej=n*em* = ¢ oldugundan n*’ niin mertebesi 4, periyodu
3 tiir.
AAG.=[e m* jn*]dir.
o 0¥ 4 =0%"ep*ep*ep* =p*ep* ek =0 ep* = ¢ 0ldugundan o*’ niin mertebesi 4, periyodu
3 tiir.
AAG.= (e p* k o*}dir.
o pri=prepTepTep* =prepef =p*eo* =¢oldugundan p* niin mertebesi 4 tiir,
periyodu 3 tiir.
AAG. = [e 0" k p*}dir.
o i =rrerterter =y er*e[=r*es* = ¢ oldugundan 7’ niin mertebesi 4, periyodu 3
tur.
AA.G.={¢ s [ r]dir.
o s¥ =g es es est = sFes* e[ =s*er* = ¢ 0ldugundan s* niin mertebesi 4, periyodu 3
tur.
AAG.= (e " [ s*]dir.
o t*2 = t*et* = ¢ oldugundan ¢* niin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
A.A.G. = (e t*}dir.
o w2 =u*ey* =¢oldugundan »*’ niin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
A.A.G. ={e v }dir.
o v*2 =p*ep* = ¢ oldugundan v* ’ niin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
A.A.G. = fe v¥/ dir.
o w* 2 =w*ew* =¢oldugundan w* * niin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
AA.G. = {e w*dir.

o  y*2=y%ey*=¢oldugundan y*’ niin mertebesi 2, periyodu 1 dir.
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AAG. = (e y¥dir.
o z*2 =z*ez* =¢oldugundan z* ’ niin mertebesi 2, periyodu 1 dir.

AAG. = [e z¥]dir.

Cizelge 10. Oy Nokta Grubunun Simetri Elemanlarmin Mertebeleri

Mertebesi “ 1” olan  fe/

Mertebesi “2”olan [ kLt u v, w,y, 2 L% RS 05 t5 u™ 0% w* y* 2%
Mertebesi “3” olan (a4, 6,¢ 4,1, g h i

Mertebesi “4” olan  {n, m, o, p, 1, s, m*, n*, 0%, p*, ¥, s*}

Mertebesi “ 6” olan  {a %, 6% c* d% f* g% h* i*]

Yukarida X setinin her bir elemaninin mertebesi bulunmustur. Ayrica Oy nokta
grubunun 34 tane de ableian alt grubu da bu islemler sirasinda tespit edilmistir. Bulunan

34 tane abelian alt grup Cizelge 11. de goriilmektedir.

Cizelge 11. Oy Nokta Grubunun Abelian Alt Gruplari

o] o) le, Rl @D 7o 1)
(o, ) 0 v) (6,w) (6y) 0 2)

(1) (%) (o, £%) (e ) (6%

(6 u*) (o, v*) o, w?) @y (0, =%)

0.0, f) (0 6,9) ¢ h) ) (o, m, )
) @ lns (o, m*, %) (e, £, 0*, p*) [ s

(6, ]) a, a *)f;f*) (6, ]) 6) 6*) g) g*) (E, ]) (%) C*) ﬁ) ﬁ*) (6, ]) d; d‘*) i) i*)

Grup teorisinde, verilen sonlu bir grup i¢in alt gruplarin sayisini bize verecek
herhangi bir teorem yoktur. Ancak, bir veya daha fazla elemente bazi yontemler
uygulayarak bazi alt gruplar olusturabiliriz. Ornegin bu ydntemi “ ¢ a ve 6’
elementlerine uygulayarak bir alt grup olusturabiliriz. fe, a, 6} setini 6rnek olarak ele
alalim. Goriiyoruz ki bu set bir alt grup degildir ¢iinkii a ve 6 elementlerinin tersi sette
yoktur. Oyleyse bu sete a ve 6 nin tersi olan fve g elementlerini dahil edebiliriz. Yeni bir
{e a, b, f, g]setine sahip oluruz. Bu yeni set bir alt grup olmayacaktir ¢iinkii mertebesi
Oyp grubunun mertebesinin bir boleni degildir. Goriildigii tizere Oy, grubun mertebesi 48

yeni setimizin mertebesi 5 tir. Bu setimizin bir alt grup olusturabilmesi i¢in grup
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aksiyomlarindan kapalilik aksiyomunu saglamak zorundadir. O zaman set elemanlarini,
her bir set elemant iizerine bir ikili islem olusturacak sekilde dagitalim: {(e e ¢ ) (e ®a ),
(esb)(esf)(esg)(ace)(aca)(acb)(asf)(acg)(boe)(bea)(beb
S(oof)(beg)(fee)(fea)(feb)(fefl(fegl(gee)(geal(geb)(g°f)
(g°g)=(eabcdfghik [} sonucuna ulasilir. Bu son durumda “, 4 f, 4, k,[”
elementlerinin de sete dahil oldugu goriiliir. Ne var ki son setimizin mertebesi 11 dir.
Yani Oy, grubunun mertebesinin bir boleni degildir. Bu nedenle (e, a, 6, ¢, 4, f, g, h, 4, K, [}
setinin her bir eleman1 her bir elemani lizerine tekrar ikili islemler olusturacak sekilde
dagitildiginda, yine kapalilik aksiyomunu saglamasi nedeniyle %” elemaninin da sete
dahil oldugu goriiliir. Son durumda mertebesi 12 olan (¢ a, 6, ¢, 4, f, g h 1 j, K [] seti
elde edilir. Bu setin mertebesinin O grubunun mertebesinin bir bdleni olmasi

dolaysiyla; (e, a, 6, ¢, d, f, g, h, 1, j, Kk, []seti On grubunun bir alt grubudur.

Yukaridaki metodu (e, a, 2%/, fe, 6%, y*), [e, c*, v*}, le, &*, w*), [e, a, m], e, a,a *} ve [e,
a, m*} elementler setine uygulayarak O, m baz1 alt gruplarin1 asagidaki gibi

olusturabiliriz.

{eaftvzl a*fu w2

le, b, gt wy, I 6% g% u*, v*, y*

le, ¢, b u, w, z, I, c*, ¥ t* v* 2%]

e, d, i u, v,y I, d% i% t*, w* y*

leabodfghijkl,mnoprnstuvw)y szl
* *

[E, a, 6) (%) d;f; g) ﬁ) l)]) éz. [) m*; n*; 0*; P*ﬂ’ ) S t*) u*) 'V*, '(/U*, )’*;Z*]
[E, a, 6) (%) d;f; g) ﬁ) l)]) éz. [) I; a *; 6*; C*; d_*;f*; g*; ﬁ*; i*;_]‘*) é,*) [*}

Nokta grubunun alt gruplarinin tespiti bizim iizerinde calistigimiz nokta grup
hakkinda kisa bir zamanda bilgi edinmemizi saglar. Birim hiicre tanimimdan
hatirlanacagi iizere; birim hiicreyi bilmek, milyon sayidaki birim hiicreden olusan kristal
hakkinda daha ¢abuk bilgi edinmemizi saglar. Alt gruplarda ayn1 mantikla calisir ve

1simizi oldukg¢a kolaylastirir.
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9.6. O}, Nokta Grubunun Kosetleri

Cizelge 11°de Oy nokta grubunun Abelian alt gruplarini gostermistik ve 7.12. de
koset kavramini izah etmistik. Bu bilinenler 1s18inda Oh nokta grubunun Tiim
kosetlerini bulabiliriz.

Kosetin nasil bulunacagini gostermek admna, O nokta grubun abelian alt
gruplarindan rastgele se¢ilen herhangi iki alt grubun sag ve sol kosetleri asagida acik bir

sekilde gosterilmistir.

(e L 1, s) Abelian alt grubunun sag kosetleri

(ebrs)ee=((ese) ([oe) (ree) (soe)=(e L3
(ebns)ea=((ea)(l*a)(rea)(s*a)=(a g um
(e, r,s)eb=((e%b) (L *b) (reb) (s*b)=(bh v, 0)
(e br,s)ec=((eec) ([ oc) (rec) (sec)=(c i, t, n)
(ebrs)ed=((esd) (L od) (red) (sed)=(d f, w, p)
(e bns)ef=((ef) Cef) (o) (sf)=(} d pw)
(ebrs)eg=((e2g) (L g)(reg) (s°g)=(g a m u)
(e, r,s)eh=((eh) ([ *h) (reh) (s*h)=(h, b, 0, v)
(e bns)ei=((est) ([o1) (reD) (sei))=(cnt)

(e brs)ej=((esgh (o)) (o) (5°) =0 kY 2)
(ebrs)ekR=((e*R) (LK) (roR) (s*k)=(k } 3, 2)
(ebns)el=((esh el (se)=(es1)
(6615 e m=((eom) (Com) (rom) (som)=(m, 1, @ )
(6618 n=((eon) (Con) (ron) (son)= (1 &, i)
(e br,s)eo0=((e%0) (L ®0) (r®0) (s®0)=(0, v, b, h)
(ebrs)ep=((esp) (Lep)(rop) s°p)=(p, w 4 )
(e bns)er=((eer) (L or) (ron) (ser)=(1,5 L ¢)
(ebrs)es=((ess) (Les)(res) (ses)=(51¢1)
(e brs)et=((est) (Lor)(rot) (set)=(t 1 c)
(e brs)eu=((eow (ou) (rou) (ssu)=(um, g a)
(ebr,s)ev=_(eov) ([ *v) (rov) (s*v))=(v, 0, h, b)
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(66r5)sw=((esw) ([ *w) (row) (sow) = (w, p. £, )
(66r5)sy=((esy) ([ *3) (3} ()=, 5 k)
(6615)%z=((evz) ([ *2) (r*z) (s2)= (50 ) R
(60rs)sI=((es1) (1) (1) (so1)= (0, & % 5*)
(6frs)sa*=((csa™) [*a*)(rea*)(s%a*)=(a" g ", m*)
(6,015) % 6%=((es6%), (L 26%) (r+6), (s26%) = (6, ", w*, 0*)
(6,015) s c*=((eoct) (L oc) (roct) (soc*) = (&, i* u?, n*)
(6,015) s d*=((esd®) ([ od") (rod®) (sod*) = (&, £, 0", p*)
(6,61,9) £ =((eof) (L of) (rof) (oF) = (F &% ', v*)
(6,61,9) 2 g" = ((esg") (Cog") (rog®) (2g™) = (g% aa *, m" )
(6,015) % " =((esh*), (I oh*) (roh*) (s%h*) = (R*, 6% o”, w?)
(6,51;5) % i*=((eoi®) (I si*), (roi*) (s5i") = (i*, ¢, ", u?)
(6,61,5) * j* =((es) (L o) (rog) (527D = G 05 27 y*)
(6,67,5) K =((ek?) (I oK), (rok?) (2K2) = (&', 1, 5% r*)

(6 frs)s [*=((es %) (o [*) (o (%) (5o [*)=( )% % 2*)
(6,615) s m*=((eom™) (I sm*) (rom*) (som*) = (i*, % a * g°)
(6, [15) s n*=((esn®) ([ on*) (ron), (son*) = (", u’, % )
(6,015) % 0" =((e20) (I 20%), (ro0") (s%0%) = (0%, w', 6%, u*)
(6,61,9)* p*=((eop™) ([ op*), (rop™) (55p*) = (", 0", & F)

(6, 615) s " =((esr) (['or) (ror) (sor") = (% 5% K, 1)
(6,615) % s*=((ens) ([ os%) (ros*) (525) = (5% 1 I, K?)
(6,615) s t*=((ent™) ([ ot*) (rot*) (o) = (1%, m*, g% a )

(6, 615) s u™=((esu’) (T ou?) (rout), (sou*) = (", ¥, 7, c*)
(6,015) % 0" =((es0*) (I o0*), (rov®), (s0") = (0%, p", f%, &)

(6, 615) s w*=((eow?) (I sw*) (row?) (sow*)) = @, o*, £ 6%)
(6, 6r5) %y =((e2y") ([ 2y*) (o) (5%5*) = 0% 2% 7% )
(6015) s 2" =((esz*) ([ o2*) (roz*) (s2%) = (&% 7 [ J*)

Sonugta (e, [ 7, s) Abelian alt grubunun sag kosetleri:

{ebrs)(agum® hvo)iitn)dfwp)OzkidKR,rs") @* gt m)
(6% B* w*, o*) (c*, i* u*, n*) (@ f% v* p*) (% [ z* y*) Jseti bulunur.
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(e L 1, s) Abelian alt grubunun sol kosetleri

e v (e [n5) =(oehe *Dee 1) (evs)=(0Lrs)
a (e r9=((@ha @), @es)=(iwo)

6+ (e[ 1.5)=((6e)(6 *L)(6* ) (625)= (6, f u, n)

co (6, 61,9)=((coe)(coco 1) (5)=(6 g v, )

do (¢, 1,5)=((dve)(dd* 1) ({o5)= (& h 1, m)

Fo (6 L r.5)=((Foeh(fo0F 1) (Fos)=(F b6, )

g (6.65.9=(Geehg *0G* 1) G*s)=@ o p.v)

e (6,6 15)=((Roeh(hol(fe 1) (Ros)=(h & m,t)

i* (e, [ 1,5)=((i*e)(i *0fi* 1) (i*s)=(i,a 0, w)

j* (e Lr5)=(Goeli*0G* 1) G*5)=G k = 7)

Re (. £ 1,5)=((Koeh(k *(Ks 1) (Ros) = (K j 3 2

(o (6, 6r5)=(([oe)(ToD([or) ((os)=(e,5r)

me (o, (1,9)=((meeh(m *Dy(ms 1), (mes) = (m, 1, &)

ne (e, 1,9)=((neeh(nebine 1) (nes)=(n u 6f)

0% ([ 1,5)=((0°¢)(o *00* 1) (0°5) = (0, w, i)

e (6 655)=((Poe) (PO 1 (p*s)= (b v ¢ g)

re (e, £ n,5)=((roe)(re(rs 1) (ros)=(n 5 [ e)

so (0,61 9)=((vel(s*0(o 1) (25)=( e, L)

to (e, (1) =((toeh(toD(ts 1) (tos)= (6 m f, &)

ue (e, 1,)=((ueeh(usbius 1) (uss)=(w n £ 6)

ve (6,0 1,59)=((vsel(velive 1) (0os)= (0 p. g, c)

we (6,0 1.5)=((weeh(w s ws 1) (wes) = (w, 0,i,a )

Yo (e 6r9)=(Goek(y*000 b 6*s)=(2 2 k)

2o (06 9)=((ve) o0z 1) (225)= (@ 3 K j)

I+ (e, L 15)=((Te)(T (1% 1) (195) = (1, R % 5*)

a*e (e [ns)=((a*vel(a*oa*er)(a*es)=(a" i* v% o)
6 (6, [1,.5)=((6%we)( 6*s(6%= 1) (6% 5)) = (6%, f* %, n*)
cte (0, [ 1,)=((*wel(c* (e 1) " o5) = (& g W', p*)
&% (6, [ 1,5)=((* oe)(d* *O,(d* o 1) (d*o5) = (@, *, u*, m")
Foo (e 6r,9)=((Foeh(F ol 1) (Fos)=(F" 6% n', )
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g (e b )=((ge)(g @ 1) g *s) =" " p" w")
e (e [rs)=((h"se)( "ol (h* 1) (h*s) = (%, d%, m”, u*)
e (e [ ) =((ee)(T DI 1) (" e5) = (% a% 0% v")
J (e bn)=(G ) (720G 1) GFos) =07 L y% 2™ )
Rie (e bns)=((RTse)(RT DR * 1) (R*es)=(K" 1, 5% 1%)
Fro(ebns)=(Tee)(Fol (o) ((Fos)=(T ] 2% y")
m*e (e L1,8)=((m*ee)(m* o) (m™ e 1) (m*es) = (m* u*, &% £*)
n*e (e Lr,s)=((n"ee)(n* s (n*e 1) (n*es) = (% t* 6% f*)
ofe (e [ s)=((0"ee)(0"l)(0™® 1) (0™ es) = (0% v*, a’ 1)
pre (e Lr)=((p *e)(p s 1) (p*s) =" w* % ")
e (e bng)=((ee)(rrel (e 1) (rFes) = (1% % K 1)
ste (e L g)=((s"ee)(sTeD(s 1) (7o) =(s% 1 LK)
the (e [ 5)=((t"se)(t7 el (t" 1) (t"es) = (", n* 17, 67)
u*s (e Lrs)=((uree)(ur e (u”e 1) (ues) =@ m* £* d%)
vie (e L s)=([@ ee)(vT el (VT e 1) (V7 es) = (0%, 0% % a )
wre (e [n5)=((W ee)(wel(w™e 1) (Wres)=(w" p* g% %)
Yo (e bn)=(0"e)(y 200" 1) 7o) =% 2% [ 57)
z¥e (e [ 5)=((z"ee)(z" el (z" e 1) (z725) = (2% ¥, ] )

Sonugta (e, [ r, s) Abelian alt grubunun sol kosetleri:

(ELrs)(aiwo)®fun) (g vp@htm(yz]jk LK, s") @ v o%)
(6%, % t*, n*) (c*, g% w* p* ) (@ k%, u*, m* ) (2% y* j% [*)}seti bulunur.

Op nokta grubunun tiim Abelian alt gruplarmin sag ve kosetleri asagidaki tabloda

verilmistir.
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Cizelgel2. Oy Nokta grubunun kosetleri.

O, Nokta
Grubunun
Abelian Alt

Grubu

Abelian Alt Grubun Sag
kosetleri

Abelian Alt Grubun Sol
Kosetleri

(¢

(e j)

(et

[ () (@) (6) ) @) &) (g) (W) () ()
(k) (O, (m), (w), (o), () () (s) (t) (w)
@) (W) 0) (2) (D) @) (67) (c%)
(@) (F) (%) (), (), G7) (RY)
() (%), (n), (%), (), ("), (5%)
(&%) W) @) w?), 57) (7))

[(e 1) (@) (b d)(cg)(fh) R D
(m, n) (0, ), (p, v} (1, 2) (5) (t, w)
(L [) (@% 1) (6% &%), (% %) (F%,
ﬁ*)) 0’*} k}*)) (m*) n*)) (0*) ,U‘A')) (}7*)
w’) (7527 (5% y7) (¢ w)

[ (e k) (@ ) (6 1) (4 h) (g 7) G, D)
(m, t) (n, w) (0, p) (1, Y) (5 2) (4,
W), (])]*)) (a ‘A') C*), (6*)-](*)) (d‘*} ﬁ‘k)}
Cgﬁ) l*), (k}*} [‘A')) (m*) u*)) (n*) t*),
(0% P (7, y7) (5% 2%, (v%, w?))

(e, D) (@ g) (6 k) (c. i) (4 f) G, R)
(m, w) (n, t) (0, v), (p, w), (1, 5) (3,
2) (L R) (a7, g%) (6% R*), (c%, ©°)
(@ 1) G B (m”, £%), (n”, u”), (0%
w*)) (I)*) ’V*), (r*) S*), Cy*)z*)]

[(e t) (@) (b y)(co)ds)(f 2)
@ w) (b 1) (i p) G w) (6 m) (n,R)
(1, u%), (@ %, w*), (6%, y°), (%, o)
(d‘*} S*), 0(*) Z*), @*} ’V*), (ﬁ*) 1’*), (i*,
P (% w7 (RS m*) (% ¢%)

() @) (6) ) (@) () (g) (W) (¥)
() (R) (D, (m), (), (0) (p) (1), (5) (2)
() (v) (w) () (2) (1) @), (67)
() (@) () @) (7, () G°)
(RZ), (), (m*), (n*), (%), () ()
(% (&%) (W) @ w?) 57) (7))

[(e1) (@) (6 k)@ ]) (g i)k D
(m m) (0, v), (p, w) (1, ) (5 2) (&
w) (1, %) (a7, &%) (6% k%), (@, f°)
Cgﬁ) l*), 0’*} k}*)) (m*) n*)) (0*) w*))
(B %) (7 37) (5% 2%), (¢, w”))

[ (e, R) (@ g) (6, ) () (f, b) G, )
(m, w) (1, t) (0, p) (1, 2) (5, Y) (v
w) (1, 7%) (@, g%), (6% d%), (c%, i¥)
0&) ﬁfr)) (é,*; [*)) (m*) t*), (n*) u*)}
(0% %) (17, 2%), (5%y%), (v7, w?)

(e, D) (@ 1) (6,5) c g) (€ ) G, R)
(m, t) (n, w) (0, w) (p, v) (1, 5) )
z) (L KY) (@, 7°), (6% f*) (c%, g%)
(d’*} ﬁ*k)} 0‘*} [‘A')) (m*) u*)) (n*) t‘k)}

(0*,'()*), (I)*) w*)) (r*) S‘A')) (y*) Z‘A')]

(e 0) (@ =) (6, w), (6, ) (& ) (
o) @ (i p) (. 1) G, w) (R, m),
m) (1,0, @ %, 2% (6% 0%) (%, %)
(@, o) (7, w*) (5", y*) (K% p*),
(i*} 1,*)) 0‘*} m*)) (k}*} n*)) ([‘A') t‘k)
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Cizelge 12’nin devami

(e w)

(e v)

(e w)

(ey)

(6 2)

(e1)

(e w) (@ p) (b s)cw) )
@0 (h 2) (v) G t) (Rom) (&
) (1, £°) (@* p*) (6% s%), (% v*)
(@ ) (7, ) (g% 0%) (R, 27), (77,
w*)) 0’*} m‘k))(k}*’ n*)) ([‘A') u‘k)]

[(e ) (@ z) (6 m)(cs)@u
th @ 1) (b m) (5 3) G, o) (R w)
p) (L w*) @% 2% (6%m”) (% s%)
(d’*} t‘k)} 0(*) u*)) Cq‘k) 1,*)) (ﬁ*} n*)) (i*}
y*)) 0’*} ,V‘k)) (k}*} p*)) ([‘A') 0*)]

(e w) @ 5) (61), (& 2) (& n)
m), @ ) (6, w) G, 1) G p) (R, )
o) (5, v7) (a*, 5 (6% u*), (&% 2*),
@ 1) m) (g% 57 (% ),
(i*} 1,*)) 0‘*} w*)) (k}*} O‘A')) ([‘A') p‘k)]

(e y) (@ n) (6 w) @ m) (&) (f
o @ t)(hp)Gw G ks)@
2) (1, y*) (@* n*), (6% v*), (c*, m*)
(&, w”), (%, 0%) (g™ w*), (R, p*)
(i*} t*k)} 0‘*} S*), (k}*} Z‘A')) ([‘A') r‘k)]

[(e 2) (@) (6 p)w)(do)(fv)
@ ) (b w) (5 m) G, 3) (k. 1), ()
(1, 2%) (% w¥), (6% p*) (¢, £°) (&,
0*)) 0(*) w*)) Cq‘k) n*)) (ﬁ*) ,U‘A')) (i*}
m*), G% ) (RY 37 (0, 57

[

(& 1) (@ a”) (b, 6%) (c c*) (d d7)
06 ) @ g7 (b £7) (4 ©%) (5 C) (R
J) R, (m, ), (m, n%) (0, 0%), (p,
PO (57 (5 5%) (6 W), (u £7) (4,
w’) (w, v%), (3, y%) (2 27))

[ (e w)(a )b p)©z) @)
o @ 1) (b w) (5 ) G, t) (k1) (L,
m), (I, t%), (@ %, s%) (6%, p*), (%, 27),
(d‘fr} ’W*), 0&) 0*)) @*} 1’*), (ﬁ*) ’U*),
(i*) y-rz)) 0«&) n-r()) (&*} m*)) ([*) u-:()]

[ (e, v) (@ t) (b )@ m)@))(f
2) g n) (b 1) (4w G p) (ko wh (G
o) (I w*), (@*, u¥) (6% %) (c%,
m”), (d% y%), (%, 2%), (g% n*), (R,
r‘k)} (i*} t*k)} 0‘*} ,V*)) (k}*} 0*)) ([‘A') p‘k)]

[(e w) (@ n) (6 ) (cu)ds)
@ t) (b 2) (5 m) (o) (& v)
p) (L v%) (@% n%) (6% y°) (% t7)
(d’*} S‘k)} 0(*) 1,*)) Cq‘k) u*)) (ﬁ*) Z‘A'))
(@ m?), (% w) (RY p™) (% 0%)

(e, ) (@ p) (b, t) (c o) (& u) (f,
m) (g, w) (b n) (5 v) (G, ) (k) (L
z) (1, y*) (a %, p*) (b% u*), (c%, 0%)
(d‘fr} t-rz)) 0(*) m*)) @*} ’()*), (ﬁ*) n*)}
(i*) ’W*), 0'*) 1,*)) (&*} Z*), ([*) S*)]

[ (e 2) (@ v) (6, m) (c,w) (& n) (f
th@ o) (b Gp)G)ks) b
(L 2%) @ w?) (6% m), (%,
o) (@ %), (%, u*), (g% 0%), (%,
t*)) (i*} p‘k)) 0‘*} S*), (k}*} y*)) ([‘A') r‘k)]

[(e 1) (@ a”) (6 6%) (c c*) (@ )
0 1) @ g% (b £7) (5 7%) G, )
(ke j%) (6 RZ), (m, m*), (m, n%) (o,
o) (b, ) (1,17, (5, 5%) (& ™) (w,
t%) (v, w*) (w, %) (3, ¥°) (2, 27)
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Cizelge 12’ nin devami

(e

(& K?)

(eF)

(et?)

(e u?)

(e v%)

(6 w?)

[(e]) (@c”) (b6, f) (ca”) (&
W) 6%) g %) (b ), (4, g°) G
R (k1) (4 ) (m, u”), (n, £7) (0,
P (0 0%) (1Y% (5 2%) (1, m*) (u,
%) (@ ©%) (w, w), 0, 17), (2, 57))

(e &) (@, g°) (6, 6%, (& %) (& f*)
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10. TARTISMA VE SONUC

Kristal sistemlerin bir geometriye indirgenmesiyle bu sistemler {lizerinde grup
teorisi islemleri uygulanabilmektedir.

Grup ve grup teorisi kavramlarmin kristal sistemler {izerindeki uygulamalarinin
daha anlasilir olmasi ve yapilacak islemlerde kolaylik saglamasi adina bolim 3’te
kristal sistemlerle ilgili temel tanimlar verilmistir. Calisma Oy, Nokta Gruplar {izerine
yapilmis bir c¢alisma oldugundan 5.bolimde Kiibik Kristal Yapilar 6zellikle
incelenmistir.

Bolim 6 da verilen simetri islemleri, geometrik bi¢ime indirgenen kristal
sistemin matematiksel islemlere tabi tutulmasini kolaylastiran bir yontemdir. Bu agidan
bakildiginda simetri islemlerinin 1yi Ogrenilmesi grup teorisi iglemlerinin
uygulanabilirligi acisindan 6nem arz etmektedir. Bu nedenle simetri islemleri ve simetri
elemanlar1 ayrintilariyla agiklanmstir.

Boliim 7°de grup ve grupteorisinin temel tanim ve islem basamaklari, Bolim
8’de ise nokta gruplar kavramlar1 detaylariyla anlatilmistir. Ayrica Kristal Sistemler ve

bu sistemlerin temsil edildikleri nokta gruplar, bir tablo halinde sunulmustur.

Calismanm 9 Bolimiinde de Oy Nokta Grubu Py Permiitasyon Grubu ile
incelenmigstir. P(g) permiitasyon grubunun 40320 alt grubu bulunmaktadir ve 48 elemanl
On nokta grubu da P(g) permiitasyon grubunun bir alt grubu ile izomorfiktir bilgisi
yardimiyla, O Nokta Grubuna simetri islemleri uygulanarak O Nokta Grubunun
simetri elemanlarinin permiitasyon ve matris karsiliklar1 bulunmustur.

Matris karsiliklar: bulunan simetri elemanlarmin, matrislerin ¢carpimi yontemleri
kullanilarak 2304 adet permiitasyon ¢arpimi veya matris ¢arpimi igslemi yapilmis bu
islemler sonucunda, O, Nokta Grubunun simetri elemanlarmin c¢arpim tablosu
olusturulmustur.

Elde edilen ¢arpim tablosu kullanilarak Oy Nokta Grubunun, mertebesi, siniflari,

Abelian ve Abelian olmayan alt gruplari, sag ve sol kosetleri elde edilmistir.
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